Spojitost funkce

Spojitost znamend, ze graf funkce nema skoky ani diry. Intuitivné lze Tici, ze graf spojité
funkce lze nakreslit jednim tahem. Funkce miize byt spojita také pouze zleva nebo zprava.

Spojitost na intervalu

Rikéme, Ze funkce f je spojita na intervalu, pokud je spojita ve vSech vnitinich bodech
intervalu a dale pfipadné jednostranné spojitd v krajnich bodech uzavieného intervalu
(zprava na levém kraji a zleva na pravém). Ukazeme si to na piikladech. Nejprve plati:

Priklad:
L,
- {3

Funkce je tedy v bodé x = 0 spojita zleva, ale neni spojita zprava ani spojita.

r<0 =
r>0 =

spojitost pro z € (—o0, 0]
spojitost pro z € (0, 00)

Kazda elementarni funkce je spojitd na svém defini¢nim oboru.

Funkce

Spojitost

Konstantni f(x) = a
Linearni f(z) =ax +b
Kvadraticka f(x) = ax® + bz + ¢
" neN
. neN
Exponencialni f(z) =a®, a >0, a # 1

Mocninné f(z) = x
)=

Mocninné f(

Logaritmicka f(z) =log,z, a >0, a # 1
Sinus f(z) =sinz

Kosinus f(z) = cosx
sin T

Tangens f(z) = tgx =
COS T, g

Kotangens f(z) = cotgx = —
sin
Arkus sinus f(z) = arcsinx
Arkus kosinus f(z) = arccos
Arkus tangens f(z) = arctgx

Arkus kotangens f(x) = arccotg x

Spojita na R

Spojita na R

Spojitd na R

Spojitd na R

Spojita na R\ {0}

Spojita na R

Spojita na (0, c0)

Spojita na R

Spojita na R

Spojita na R\ { 507 | ¢ 2}
Spojitd na R\ {k7 | k € Z}
Spojita na [—1,1]

Spojita na [—1, 1]

Spojita na R

Spojita na R




Priklad:

-1, <0 = spojitost pro z € (—o0,0)
sgn(z) =40, x=0
I, x>0 = spojitost pro z € (0,00)
V bodé x = 0 funkce neni spojita, protoze zleva je tam skok z -1 do 0, zatimco zprava

naopak z 1 do 0. A neni tam spojita zleva ani zprava.

Piiklad: Funkece f(x) = % neni spojitd v bodé x = 0 ani jednostranné, protoze v tom
bodé ani neni definovana.

Piiklad: Funkce Inx je spojita na intervalu (0, 00). Funkce \/x je spojita na intervalu
[0,00) - tedy v bodé x = 0 zprava.

Vlastnosti spojitych funkci
e Funkce |f(x)| je spojita v kazdém bodg, kde je spojita f(x).
e Pokud jsou f(z) a g(x) spojité v bodé zy, pak i:

= f(@) +9(x), f(z)—g(x), f(z)-g(z) jsou spojité v bodé o,

— a pokud g(zg) # 0, pak i gg)

e Pokud je f spojita v bodé xy a g spojita v bodé f(xo), pak slozena funkce g(f(z))
je spojita v bodé x.

je spojita v bodé x.

Piiklad: Funkce f(x) = /1 + sinz je spojita na R, protoze sloZenim spojitych funkci
sinz, posunuti +1 a druhé odmocniny /= vznika funkce spojita, protoze 1+ sinz > 0.

Piiklad: Funkce

fx) =

r—2 r— 2

x2—4‘_

@-2)(%2)\

je spojita na svém defini¢nim oboru R\ {2}. Po zkraceni mize byt spojité dodefinovana i
v bodé z = 2, protoze f(x) = |x + 2| pro z # 2 a tedy v bodé z = 2 ji miuzeme dodefinovat
upravenou funkéni hodnotou f(2) = |24 2| = 4.

Limita funkce

Limita funkce popisuje, k jaké hodnoté se funkéni hodnoty f(z) blizi, kdyz se x blizi
k danému limitnimu bodu (napiiklad k = = 0). Pfitom nas nezajima funk¢ni hodnota v
limitnim bodé, ale chovani funkce v jeho okoli.

Jednostranné limity:



e lim f(z) — k limitnimu bodu se blizime zleva (pro = < a),
Tr—a—

e lim f(z) — k limitnimu bodu se blizime zprava (pro x > a).
Tr—a

Limita lim f(z) existuje pravé tehdy, kdyZ existuji obé& jednostranné limity a
Tr—a

jsou si rovny.
Piiklad:
1 <0, = lim,_o- =1 . C
flx)y=4" r=0 1m ~o- (@) = lim f(z) neexistuje.
3, ©>0, = lim, o+ f(z)=3 z—0
Piiklad:
-1, <0, = lim, - sgn(z)=—1
sgn(z) =<0, x=0 = lin% sgn(x) neexistuje.
z—
1, x>0, = lim, +sgn(zx)=1
Piiklad:
o1
lim —
x—0

Funkce neni definovdna v bodé = = 0, ale miizeme spocitat jednostranné limity:

typ § typ &
.1 >0 .1 i<o
lim — = o© a lim — = —o0
r—0t+t T z—0" X

Limita v bodé x = 0 neexistuje, protoze jednostranné limity jsou rizné.

Limitu v plus a minus nekone¢nu muzeme pocitat také pomoci substituce z = i:

lim f(x)=A < lim f(l) =A a lim f(z)=A < lim f(l) = A.

=00 y—07t Y T——00 y—0~ Y
Piiklad: Uvazuj funkei f(z) = % Pomoci substituce z = X nebo-li y = L dostaneme:
y €T

1 1
lim — = lim y =0 a lim — = lim y =0.
T—00 I y—07+ T—=—0 I y—0~

Limita spojité funkce

Pokud je funkce f(x) spojita v bodé = = a, pak: lim,_,, f(x) = f(a). Toto pravidlo nam
umoziuje v mnoha piipadech spoéitat limitu jednoduse dosazenim.



Piiklad: Funkce f(x) = /1 + sinz je spojitda na R a napiiklad:

lin(l)\/1+sinx:\/1+sin0:ﬁ:1
T—

Priklad:

x2—4‘

fla) = 5=

V bodé x = 2 neni funkce definovana. Pro vypocet limity ale rozhoduje chovani funkce v
okoli tohoto bodu. Pokud lze vyraz upravit, ¢asto to pomiize:

(x —2)(x +2)
T — 2

fx) =

‘:|x+2| pro x # 2

Tedy:
glﬁl_%f(l’) :glcl_%]:c—i-Ql =12+2/=4
Funkce tedy ma limitu v bodé x = 2, i kdyz tam neni definované. Pokud ji v tomto bodé

definujeme jako 4, ziskame funkci spojitou na celém R.

V1 —1
Piiklad: Vyraz f(x) = yotz-- neni mozné v bodé x = 0 jednoduse vy¢islit,
T

protoze vznikd nedefinovany vyraz o Rozsifime zlomek, abychom se zbavili odmocniny:

l+z-—1 Vid+zrz—1+V1+az+1 (142x)—1 1 1
=1 lim — = -
20 /14+2+1 2

lim ——— = lim

. = 11m
z—0 T xz—0 T vV1i+ax+1 Iﬁol’(w/l—l—l’—l—l)

Aritmetika limit funkci
Pokud lim,,, f(z) = A a lim,, g(z) = B, kde A, B € RU{%00}. Pokud maji vyrazy na
pravych stranich smysl, pak plati:

A
A
A
lim (m = é, pokud B # 0.
B
00

Pozor na nedefinované vyrazy jako oo —
jinymi metodami (nap¥. tpravou vyrazu

, =, 0-00 a podobné, které je tfeba resit
(o]

~—



