Rozklad na parcidlni zlomky

Budeme integrovat racionalni funkce ve tvaru
P(z)
. P,Qpolynomy, Q(x) #0,
Q) @

Cil: prevést integral

P
/ (z) dx na soucet jednoduchych integrala.
Q(x)

Krok 1: déleni polynomi
Nejprve zkontrolujeme stupné polynomu (zkratka deg):
e Pokud deg P < deg (), déleni neni potieba a miizeme pokracovat.

e Pokud deg P > deg (), provedeme déleni mnohoclent:

P(x) F(z)
Q(x) Q(z)’

kde S(z) je polynom a R(x) méa nizsi stupenn nez Q(z). Integrujeme

/ggg dx:/S(x) dx—i—/ggg dz.

Dale predpoklddame, 7e pracujeme pouze se situaci:

R(z)
Q(z)’

= S(x) +

deg R < deg @ = 2 (kvadraticky jmenovatel).

Krok 2: kvadraticky jmenovatel (linearni Citatel) a diskriminant

Uvazujeme kvadraticky jmenovatel ve tvaru (pokud pied x? nebude jednicka, miZeme tuto
konstantu vytknout pied integral):

Q(z) = 2* + px + q.

Diskriminant je
D =p® —4q.

Podle D nastanou tii zakladni p¥ipady:

D >0 dva rizné realné koieny a, b,
D =0 jeden dvojnasobny realny koten a,

D < 0 komplexné sdruzené koteny.
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1. Dva rtzné realné koreny

Predpokladejme
Q@) =a’+pr+q=(r—a)z—b), a#b
Pak plati, ze existuji konstanty A, B takové, ze

R(x) A B
(x—a)(x—b)—x—a+x—b'

Urceni koeficienti A, B
Vynasobime obé strany jmenovatelem:
R(z) = A(x — b) + B(z — a).

To je rovnost polynomii. Nejjednodussi je dosadit

e Pro x = a dostaneme R(a) = A(a —b).
e Pro x = b dostaneme R(b) = B(b— a).

Z téchto dvou rovnic spocitame A a B. PFfipominam, Ze to funguje jen po déleni
polynomi - tedy R(x) je linearni funkce.

Piiklad 1. Rozlozte a integrujte

3
/}x—U@+2fm

3 A B

G—D@+2) z2-1 z+2

Po vynasobeni jmenovatelem:

Hleddme A, B tak, aby

3=A(x+2)+ Bz —1).

Dosadime
r=1: 3=3A=A=1,
r=-2: 3=-3B=B=-1.
Tedy
3 1 1
(z—D(x+2) -1 x+2
Integral:

3 1 1 c
= “lnlz—1]—1Injz +2
/(x—l)(x—i—Q)dx /x—l :c—i—QdI njz— 1| —In|z + 2|

na intervalu z € (—oo, —2) nebo x € (—2,1) pfipadné z € (1, 00).
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2. Dvojnasobny realny koren

Predpokladejme
Q(z) =2 +pr +q= (v —a)’.

Pak existuji konstanty A, B takové, ze
R(x A B
(z)

Urceni koeficienti A, B

Vynasobime (z — a)*:
R(z) = A(x —a) + B.

Porovnanim koeficienti u x a u konstanty najdeme A, B.

Priklad 2. Rozlozte a integrujte

Hledame A, B tak, aby

Po vynasobeni (z — 1)
r=Alz-1)+B < 0=z(A-1)+ (B - A).
Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin:
uzxr: 1=A, u konstanty: 0= B — A.

Odtud

Takze

(r—12 x-1

Integral vyfesime substituci t = x — 1, dt = dx:

T 1 1 c 1 1 c 1C 1
———dr = de= | -+ =dt=Inlt|]—-=In|z —1| -
/(x—l)2 v /x—1+(x—1)2 v /t+t2 nlt t nfe =1l r—1

na intervalu x € (—oo, 1) nebo x € (1, 00). Tento integral lze FeSit i pFimo substituci

t = r—1 bez rozkladu na parcialni zlomky. Pak se zlomek automaticky rozpadne

1 1
na soucet zlomka — a —.
t t2




3. Komplexné sdruzené koreny

Citatel (pfipomenime, ze R(z) a @(z) jsou linearni funkce) napiSeme ve tvaru:
R(z)=A-Q'(z)+ B

pro vhodné konstanty A, B. Pak dostaneme rozklad

R(x) ,Q(z) B
=A .
0w ~ Q) T Qw)
e Prvni ¢ast vede na logaritmus po substituci ¢t = Q(z), dt = Q' (x)dz.

dt
2 +1

e Druha ¢ast vede po nalezeni vhodné substituce doplnénim na ¢tverec k typu /

a tedy k funkei arctgt.
Piiklad 3. Spoctéme

/ x4+ 2
—————dx
x24+2x+5
1. Rozklad citatele. Hledame A, B tak, aby
r+2=A@*+2r+5)+B=A2z+2)+B & 0=z24-1)+(2A+B-2).

Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin a dostaneme:
1
ur: 1=24 = A:§, u konstanty: 2=2A+B=14+B = B=1.
2. Rozklad zlomku.
T+ 2 522 +2)4+1 1 2z+2 1

2 +2+5 22425 +5 _§x2+2x+5+x2+2x+5'

3. Prvni integral (logaritmus). Resime substituci t = 22 + 2z + 5, dt = (2z + 2) da:

1 [ 2042 11 .1 .1
S TS e [ —d@t S Snft £ S ln(a® 4 22+ 5).
2/x2+2x+5$ 2/t g It =5 @@+ 2045)

4. Druhy integral (doplnéni jmenovatele na &tverec, arctgt).

4 1)? 1\?
I2+2:13+5:(x+1)2+4:Z($+1)2+4:4((x—z ) +1):4<<x+ ) +1).

2

1 d
Timto postupem jsme odvodili optimalni substituci ¢t = %, dt = ;:

1 1 1 e 1 2 c arctgt . 1 r+1
————dr=— [ ————dr=— dt = = — arctg .
2 +2x+5 4 (21)* 41 4 ) 241 2 2 2

2

8

5. Celkem mame:
z+1

x4+ 2 c 1 1
T S S (e 42 = arctg [ 20— R.
/x2+2x+5d$ 2n(x+ 93+5)+2arcg( 5 ) x €
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Stru¢né shrnuti
e Vzdy nejdiive zkontrolovat, zda je mozné délit. Pokud ano, vydélit polynomy.
e Pro kvadraticky jmenovatel 22 + px + ¢ spocitat diskriminant D = p? — 4q.
e Podle D pouzit:

— D > 0: rozklad
R(x) A N B
(x—a)(z—b) z—a z—0b

dopocitat A, B dosazovanim x = a, x = b.
— D = 0: rozklad

R(z) A B
(:v—a)Q_a:—a—'—(;E—a)z'

— D < 0: rozlozit ¢itatel do tvaru
R(z) = AQ'(z) + B,

t.

R) Q) B
o0~ oW T ow

Prvni ¢ast vede na logaritmus, druha po doplnéni na ¢tverec na arctg.

e Zakladni vzorce pro integraci:

1 c 1 (&
/ dr = In|z—al, /—dm = — , pro x € (—o0,a) nebo x € (a, 00),
T —a

(x —a)? r—a

/ % j_ 1 dt = arctgt, / 632((;) dz = In|Q(x)| pro Q(z) > 0.



