
Rozklad na parciální zlomky

Budeme integrovat racionální funkce ve tvaru

P (x)

Q(x)
, P,Q polynomy, Q(x) ̸= 0.

Cíl: p°evést integrál∫
P (x)

Q(x)
dx na sou£et jednoduchých integrál·.

Krok 1: d¥lení polynom·

Nejprve zkontrolujeme stupn¥ polynom· (zkratka deg):

� Pokud degP < degQ, d¥lení není pot°eba a m·ºeme pokra£ovat.

� Pokud degP ≥ degQ, provedeme d¥lení mnoho£len·:

P (x)

Q(x)
= S(x) +

R(x)

Q(x)
,

kde S(x) je polynom a R(x) má niº²í stupe¬ neº Q(x). Integrujeme∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
S(x) dx+

∫
R(x)

Q(x)
dx.

Dále p°edpokládáme, ºe pracujeme pouze se situací:

R(x)

Q(x)
, degR < degQ = 2 (kvadratický jmenovatel).

Krok 2: kvadratický jmenovatel (lineární £itatel) a diskriminant

Uvaºujeme kvadratický jmenovatel ve tvaru (pokud p°ed x2 nebude jedni£ka, m·ºeme tuto
konstantu vytknout p°ed integrál):

Q(x) = x2 + px+ q.

Diskriminant je
D = p2 − 4q.

Podle D nastanou t°i základní p°ípady:

D > 0 dva r·zné reálné ko°eny a, b,

D = 0 jeden dvojnásobný reálný ko°en a,

D < 0 komplexn¥ sdruºené ko°eny.
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1. Dva r·zné reálné ko°eny

P°edpokládejme
Q(x) = x2 + px+ q = (x− a)(x− b), a ̸= b.

Pak platí, ºe existují konstanty A,B takové, ºe

R(x)

(x− a)(x− b)
=

A

x− a
+

B

x− b
.

Ur£ení koe�cient· A,B

Vynásobíme ob¥ strany jmenovatelem:

R(x) = A(x− b) +B(x− a).

To je rovnost polynom·. Nejjednodu²²í je dosadit

x = a, x = b.

� Pro x = a dostaneme R(a) = A(a− b).

� Pro x = b dostaneme R(b) = B(b− a).

Z t¥chto dvou rovnic spo£ítáme A a B. P°ipomínám, ºe to funguje jen po d¥lení
polynom· - tedy R(x) je lineární funkce.

P°íklad 1. Rozloºte a integrujte ∫
3

(x− 1)(x+ 2)
dx.

Hledáme A,B tak, aby
3

(x− 1)(x+ 2)
=

A

x− 1
+

B

x+ 2
.

Po vynásobení jmenovatelem:

3 = A(x+ 2) +B(x− 1).

Dosadíme
x = 1 : 3 = 3A ⇒ A = 1,

x = −2 : 3 = −3B ⇒ B = −1.

Tedy
3

(x− 1)(x+ 2)
=

1

x− 1
− 1

x+ 2
.

Integrál: ∫
3

(x− 1)(x+ 2)
dx =

∫
1

x− 1
− 1

x+ 2
dx

c
= ln |x− 1| − ln |x+ 2|

na intervalu x ∈ (−∞,−2) nebo x ∈ (−2, 1) p°ípadn¥ x ∈ (1,∞).
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2. Dvojnásobný reálný ko°en

P°edpokládejme
Q(x) = x2 + px+ q = (x− a)2.

Pak existují konstanty A,B takové, ºe

R(x)

(x− a)2
=

A

x− a
+

B

(x− a)2
.

Ur£ení koe�cient· A,B

Vynásobíme (x− a)2:
R(x) = A(x− a) +B.

Porovnáním koe�cient· u x a u konstanty najdeme A,B.

P°íklad 2. Rozloºte a integrujte ∫
x

(x− 1)2
dx.

Hledáme A,B tak, aby
x

(x− 1)2
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
.

Po vynásobení (x− 1)2:

x = A(x− 1) +B ⇔ 0 = x(A− 1) + (B − A).

Porovnáme koe�cienty u jednotlivých mocnin:

u x : 1 = A, u konstanty: 0 = B − A.

Odtud
A = 1, B = 1.

Takºe
x

(x− 1)2
=

1

x− 1
+

1

(x− 1)2
.

Integrál vy°e²íme substitucí t = x− 1, dt = dx:∫
x

(x− 1)2
dx =

∫
1

x− 1
+

1

(x− 1)2
dx

c
=

∫
1

t
+

1

t2
dt

c
= ln |t| − 1

t
c
= ln |x− 1| − 1

x− 1

na intervalu x ∈ (−∞, 1) nebo x ∈ (1,∞). Tento integrál lze °e²it i p°ímo substitucí
t = x−1 bez rozkladu na parciální zlomky. Pak se zlomek automaticky rozpadne

na sou£et zlomk·
1

t
a

1

t2
.
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3. Komplexn¥ sdruºené ko°eny

�itatel (p°ipome¬me, ºe R(x) a Q′(x) jsou lineární funkce) napí²eme ve tvaru:

R(x) = A ·Q′(x) +B

pro vhodné konstanty A,B. Pak dostaneme rozklad

R(x)

Q(x)
= A

Q′(x)

Q(x)
+

B

Q(x)
.

� První £ást vede na logaritmus po substituci t = Q(x), dt = Q′(x)dx.

� Druhá £ást vede po nalezení vhodné substituce dopln¥ním na £tverec k typu
∫

dt

t2 + 1
a tedy k funkci arctg t.

P°íklad 3. Spo£t¥me ∫
x+ 2

x2 + 2x+ 5
dx.

1. Rozklad £itatele. Hledáme A,B tak, aby

x+ 2 = A(x2 + 2x+ 5)′ +B = A(2x+ 2) +B ⇔ 0 = x(2A− 1) + (2A+B − 2).

Porovnáme koe�cienty u jednotlivých mocnin a dostaneme:

u x : 1 = 2A ⇒ A =
1

2
, u konstanty: 2 = 2A+B = 1 +B ⇒ B = 1.

2. Rozklad zlomku.

x+ 2

x2 + 2x+ 5
=

1
2
(2x+ 2) + 1

x2 + 2x+ 5
=

1

2

2x+ 2

x2 + 2x+ 5
+

1

x2 + 2x+ 5
.

3. První integrál (logaritmus). �e²íme substitucí t = x2 +2x+5, dt = (2x+2) dx:

1

2

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 5
dx

c
=

1

2

∫
1

t
dt

c
=

1

2
ln |t| c

=
1

2
ln(x2 + 2x+ 5).

4. Druhý integrál (dopln¥ní jmenovatele na £tverec, arctg t).

x2 + 2x+ 5 = (x+ 1)2 + 4 =
4

4
(x+ 1)2 + 4 = 4

(
(x+ 1)2

4
+ 1

)
= 4

((
x+ 1

2

)2

+ 1

)
.

Tímto postupem jsme odvodili optimální substituci t =
x+ 1

2
, dt =

dx

2
:∫

1

x2 + 2x+ 5
dx =

1

4

∫
1(

x+1
2

)2
+ 1

dx
c
=

1

4

∫
2

t2 + 1
dt

c
=

arctg t

2
c
=

1

2
arctg

(
x+ 1

2

)
.

5. Celkem máme:∫
x+ 2

x2 + 2x+ 5
dx

c
=

1

2
ln(x2 + 2x+ 5) +

1

2
arctg

(
x+ 1

2

)
x ∈ R.
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Stru£né shrnutí

� Vºdy nejd°íve zkontrolovat, zda je moºné d¥lit. Pokud ano, vyd¥lit polynomy.

� Pro kvadratický jmenovatel x2 + px+ q spo£ítat diskriminant D = p2 − 4q.

� Podle D pouºít:

� D > 0: rozklad
R(x)

(x− a)(x− b)
=

A

x− a
+

B

x− b
,

dopo£ítat A,B dosazováním x = a, x = b.

� D = 0: rozklad
R(x)

(x− a)2
=

A

x− a
+

B

(x− a)2
.

� D < 0: rozloºit £itatel do tvaru

R(x) = AQ′(x) +B,

tj.
R(x)

Q(x)
= A

Q′(x)

Q(x)
+

B

Q(x)
.

První £ást vede na logaritmus, druhá po dopln¥ní na £tverec na arctg.

� Základní vzorce pro integraci:∫
1

x− a
dx

c
= ln |x−a|,

∫
1

(x− a)2
dx

c
= − 1

x− a
, pro x ∈ (−∞, a) nebo x ∈ (a,∞),

∫
1

t2 + 1
dt

c
= arctg t,

∫
Q′(x)

Q(x)
dx

c
= ln |Q(x)| pro Q(x) > 0.
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