Vybrané kapitoly stfedoskolské matematiky

1 Pravidla pro pocitani se zlomky
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2 Pravidla pro pocitani s mocninami

Zakladni pravidla pro praci s mocninami:

(a-b)"=a"- 0"
(@) =2 o
a®=1, proa#0
1
a"=—, proa#0.
an



3 Pravidla pro pocitani s odmocninami (2. odmocnina)

Zakladni pravidla pro praci s druhou odmocninou y/a, kde vzdy piedpokladame, ze a > 0:

\/5-\/5:\/a~b, proa>0,b6>0

%:\/%, proa>0,b>0
Va? = |

Va+Vb#Va+b (obecné neplati!)
Va—vb#vVa—b (obecné neplati!)

Poznamka: Pro zaporna ¢isla nemé druh& odmocnina v redlném oboru smysl a vyrazy
jako +/—4 se tesi az v oboru komplexnich ¢isel.

4 Obecné odmocniny a racionalni mocniny
Obecna odmocnina n-tého stupné z ¢isla a se zapisuje jako:
Va

Pokud je n liché, pak je odmocnina definovana pro vSechna realna c¢isla a. Pokud je n
sudé, je definovana pouze pro a > 0 v realnych cislech.

Zapis pomoci racionalnich mocnin

Odmocninu lze piepsat jako mocninu s racionalnim exponentem:

\/ am = a%
Zakladni pravidla
Va- Vb= Va-b, pro a > 0, b > 0 nebo n liché
%:"%, pro a > 0, b > 0 nebo n liché
(Va)" = am =aw, pro a > 0 nebo n liché
va = a%, pro a > 0 nebo n liché
v a= "a = amn, pro a > 0 nebo m,n licha

o la|, pro sudé n
a’I’L —_=
a, pro liché n



Poznamka: Pro vyrazy jako a» plati bézna pravidla pro mocniny:

m r m,4 P
an - qd :an+q
m\k mk
(an = QqQn

m
an m_p
Tz —an"
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5 Mnohocleny (polynomy)

5.1 Definice polynomu
Mnohoélen (polynom) v jedné proménné x je vyraz tvaru
P(z) = ap2™ + ap12" -+ a2+ ag
kde ag,aq,...,a, jsou redlna ¢isla a n je pfirozené ¢islo nebo nula. Nejvyssi mocnina

proménné urcuje stupenn polynomu.

5.2 Druhé a tieti mocniny dvojélent

5.3 Rozdil a souc¢et mocnin

a” ' —a" b+ a" P — -+ 0", pro licha n

5.4 Binomicka véta
Pro ptirozené ¢islo n € N plati:

(a+0b)" = Xn: (Z) a" ko

k=0

n!
' jsou binomické koeficienty.

kde (}) = AICEa]

5.5 Deéleni polynomu se zbytkem
P2+ +1
22—x+1

Spoctéme podil



1. krok:

3
. Nl . l’ v . z v oz e e z s
Vydélime nejvyssi mocniny: — = z. Tento Clen je prvni ¢ast podilu. Vynasobime jim
x

délitel:
v-(* -2+ 1) =22+

Odecteme tento vyraz od puvodniho délence:

(®+22%+x+1)— (2 -2+ 1) =327 + 1

A mame:
2+ 222 o+ 1 322 +1
=T+ ——.
?—x+1 2 —x+1
2. krok:
2
Znovu vydélime nejvyssi mocniny zbytku a délitele: —- = 3. Tento ¢len je druha cast

x
podilu. Vynasobime jim délitel:

3-(2®—x+1)=32"-32+3
Odecteme od predchoziho zbytku:

(322 +1) — (322 — 3x +3) = 3z — 2

ZAavér:

Ziskali jsme podil x 4+ 3 a zbytek 3z — 2. Vysledek déleni tedy je:

3+ 20+ +1 ‘ 3x — 2
=r+3+
2 —x+1 2 —x+1

Schéma déleni:

3 — 2
(¢ 4202 4o +1) = (2 —o+1)=o+3+ ———
) ¢ —x+1
-z +2? -z
322 +1
— 32?2 +3z -3
3x —2 (zbytek)

5.6 Doplnéni na ¢tverec a rozklad kvadratického troj¢lenu

Rozlozme kvadraticky trojclen
? +6x+5

na soucin linearnich ¢lenti pomoci doplnéni na ¢tverec.
1. Vyraz pfipomina zacatek druhé mocniny:
(z + a)? = 2* + 2ax + d®.

Porovname ¢leny u z:
20 =6 — a=3.



2. Doplnime a odec¢teme 9 — 9 (protoze a® = 9), abychom vytvotili ¢tverec:

2?4+ 6z+5=(2"+62+9)—9+5=(z+3)*—4.

3. Vyuzijeme vzorec pro rozdil dvou ¢tverct a® — b? = (a — b)(a + b) a mame tedy:
(x+3°-22=((z+3)—-2)((z+3)+2) = (. + 1)(z +5).

Zaver: Kvadraticky trojclen x? 4 6z + 5 jsme rozlozili na soucin (z + 1)(z + 5) pomoci
doplnéni na ¢tverec a vzorce pro rozdil dvou ¢tverct.

6 ReSeni rovnic

6.1 Linearni rovnice s absolutni hodnotou

Resime rozdélenim redlné osy pomoci nulovych bodi na intervaly, kde se neméni znaménko
vyrazl uvniti absolutnich hodnot.

Priklad: Res$me rovnici
|z — 2| = |z +1].

Vyrazy uvniti absolutnich hodnot méni znaménko v bodech:
r—2=0 = x=2, z+1=0 = x=-1.

Podle téchto nulovych bodi rozdélime redlnou osu na 3 intervaly:

Le<—1, I =1 <2<2, IIL2z2>2
Pro kazdy interval odstranime absolutni hodnoty podle znamének vyrazii:

I. x < -1 = oba vyrazy jsou zaporné a tedy na tomto intervalu plati:
lz —2|=—(z—2), |z+1]=—(z+1).
—(x—=2)=—(z+1) = —ax+2=-2x—-1 = 2=-1 (spor).
Zadné Fefeni v tomto intervalu.

II. -1 <z <2 = prvni zaporny, druhy kladny a tedy na tomto intervalu plati:

lt —2|=—(z—-2), |[z+1]=a+1

—(x—-2)=2z4+1 = —zs+2=z+1 = 2-1=2z = x:%.
Zkontrolujeme, Ze x = 3 € [—1,2) a to plati, takze mame jedno fegeni.
III. z > 2 = oba vyrazy jsou nezaporné a tedy na tomto intervalu plati:
|t —2|=2—-2, |[z+1=2+1

r—2=x+4+1 = —-2=1 (spor).

Zadné Teseni v tomto intervalu.



Zavér: Rovnice mé jediné teSeni:

N | —

6.2 Kvadraticka rovnice

Obecny tvar kvadratické rovnice je:

ar’* +br+c=0, a#0.

Metoda doplnéni na ¢tverec:

P62 +5= (2 +62+9)—9+5=(z+3)? —4=

(x+3°-22=((z+3)—2)(z+3)+2) = (. + 1)(z +5).

= ’x1:—5, 35'2:—1‘.

Podle vzorce:
Pro rovnici az? + bx + ¢ = 0, plati:

. —b+ Vb — 4dac

2a

e Vyraz D = b? — 4ac se nazyva diskriminant.

e Dle hodnoty diskriminantu:

— D >0 ... dvé rtizné redlnd feSen{
— D =0 ... jedno realné feseni (dvojnasobny kofen)
— D <0 ... zadné realné feseni (FeSeni jsou komplexni ¢isla)

6.3 Iracionalni rovnice

Iracionalni rovnice obsahuji nezndmou pod odmocninou. Nejcastéji je FeSime pomoci
umocnéni. Musime v8ak byt opatrni: umocnéni obou stran je neekvivalentni tprava,
kterd muze pfidat falesné (nesmyslné) kofeny. Proto je tfeba na konci vzdy udélat
zkousku.

Priklad:
vVe+l=z-1

Podminky: Aby méla rovnice smysl, musi platit
r+1>0 aziroveh z—12>0,

tedy
x> 1.



Reseni: Umocnime obé strany rovnice:
Ve+1)P?=@—-1?2 = a+l=2*-22+1
Ptrevedeme vSe na jednu stranu:
r+1-—2’42r—-1=0 = —2’+32=0

Vytkneme:
r(—x+3)=0 = x=0 nebo x=3

Zkouska dosazenim do zadani:

- Pro z = 0: neni splnéna podminka z > 1 a tedy nalezeny bod neni feSenim!
-Proz=3:v/34+1=+v4=2=3—1=2 a tedy nalezeny bod je fegenim!

Zaveér: Rovnice ma jediné redlné feseni:

r=3

Poznamka: ReSenim kvadratické rovnice po umocnéni jsme ziskali dvé hodnoty, ale jen
jedna z nich je skuteénym feSenim puvodni rovnice. Zkou$ka je nutnd!

6.4 Exponenciadlni rovnice

Exponencialni rovnice obsahuje neznamou v exponentu. Zakladnim néstrojem pro feseni
je prevod na stejny zéklad:

Priklad:
3z+1 — 9x72

Nejprve piepiSeme ¢islo 9 jako 3%
o+l _ (32)90—2 _ 32(=-2)
Méame stejny zaklad, takze porovname exponenty:
r+1=2x-2)=s+1=2r—-4=5=zx

r=25

6.5 Logaritmické rovnice

Logaritmické rovnice obsahuji neznamou uvnitf logaritmu. Zakladnim néstrojem pro fe-
Seni je prevod mezi logaritmickym a exponencidlnim tvarem:

logyja=c & a=5b°

Obecné podminky: Aby mél logaritmus smysl, musi platit:

a>0 (argument logaritmu)
b>0,b#1 (zéklad logaritmu)

7



Piiklad 1: ReSeni pomoci pFfevodu do mocninného tvaru
logo(x — 1) = 1.

Podminka: 1 —1>0=2 > 1
Prevedeme rovnici do exponencialniho tvaru:

logg(z—1)=1 & z2-1=10'=10 = z=11

Ovéreni podminky: 11 > 1 a tedy FeSeni je piipustné.
xz=11

P#iklad 2: Regeni pomoci Gpravy na stejny zaklad Regme rovnici:
logy( + 1) = log,(5)
Oba logaritmy maji stejny zaklad, proto plati:
r+1=5 = z=4
Ovéreni podminky: x +1 > 0= z > —1, coz plati.

r=4

7 Nerovnice

Nerovnice jsou podobné rovnicim, ale misto rovnosti obsahuji vztah typu:
< > s 2

ReSeni nerovnice je mnozina vSech redlnych ¢isel, pro ktera je tento vztah pravdivy.

7.1 Linearni nerovnice

Linearni nerovnice maji tvar napr.:
ar+b<0 nebo axr+b>c

Pti teSeni postupujeme jako u rovnic — izolujeme neznamou, ale musime si dat pozor
pii nasobeni nebo déleni zapornym c¢islem: Pozor: Pii nasobeni nebo déleni nerovnosti

2 v 2

zapornym ¢islem se ota¢i znaménko nerovnosti.

Priklad: VyfeSme nerovnici:

3r—5<1
Postup:
3r—5<1
3z <6 (pficteme 5)
r <2 (vydélime 3)
Odpoveéd':

Grafické znazornéni: Na Ciselné ose jsou feSenim vSechna ¢isla nalevo od dvojky
vletné.



7.2 Linearni nerovnice s absolutni hodnotou

Pfi feSeni nerovnic s absolutni hodnotou vychazime z definice absolutni hodnoty:

2] x, jelix>0
€T =
—z, jeliz <0

Postup:
e Urc¢ime nulové body, tj. hodnoty, kdy vyraz v absolutni hodnoté je nulovy.

e Rozdélime FeSeni na jednotlivé intervaly podle téchto bodu (uvnit¥ kazdého z téchto
intervali se znaménko vyrazu nemén).

e V kazdém intervalu absolutni hodnotu odstranime podle znaménka vyrazu a feSime
klasickou nerovnici.

Piiklad: VyfeSme nerovnici:
lr —2| <3

Nulovy bod: x —2=0 = zx=2
Rozdélime na dvé oblasti podle tohoto bodu:

(1) Prox > 2: |z — 2| =z — 2, tedy TFeSime:
r—2<3 = <5

Spojenim s podminkou z > 2 dostavame:

(2) Proz <2: |z — 2| = —(x — 2) = —x + 2, tedy Tesime:
—r+2<3 = -—1<1 = x>-1

Spojenim s podminkou z < 2 dostavame:

Celkové reSeni: Vysledné reSeni tvoii sjednoceni obou dil¢ich vysledkii:

Poznamka: Tato nerovnice ma také ekvivalentni zapis bez absolutni hodnoty:

r-2/<3 & -3<r-2<3 =



8 Soustavy linearnich rovnic
Mame nékolik zakladnich metod:

e Dosazovaci metoda

e Scitaci (elimina¢ni) metoda

e Srovnavaci metoda

Ukazme si jednotlivé metody na piikladu:

r+y=>5
20 —y =4

Dosazovaci metoda
1. Vyjadiime jednu neznamou z jedné rovnice, napt. z prvni:
Yy=90—1
2. Dosadime do druhé rovnice misto y:

2t —(b—z)=4 = 2x—-5+4zr=4 = 3r=9 = =3

3. Dosadime zpét do rovnice y = 5 — x:

Séitaci (elimina¢ni) metoda

1. Sec¢teme obé rovnice tak, aby vypadla jedna neznama. Napf.:

=95
Tty = secteme: (x+y)+ 2z —y)=5+4
20 —y =4

2. Dosadime do prvni rovnice:

10



Srovnavaci metoda

1. Vyjadiime y z obou rovnic:
y=>5—=x
y=2xr—4

S5—x=2r—4 = 9=3rx = x=3

2. Porovname pravé strany:

3. Dosadime zpét:
y=0o—3=2

’x:3, y:2‘

9 Obecna rovnice primky
Obecné rovnice piimky je ve tvaru: ax + by + ¢ = 0.
Typy rovnic primek
e Piimka rovnobéZna s osou x: M4 tvar:
y=-c
kde ¢ je vyska, ve které pfimka protind osu y.
e Piimka rovnobézna s osou y: Ma tvar:
r=c
kde ¢ je soufadnice, ve které piimka protind osu x.

e Obecny pfFipad — S§ikma pFimka: Pokud piimka neni rovnobézné s zadnou osou,
lze ji zapsat napf. ve smérnicovém nebo obecné tvaru:

y =kx+q (smérnicovy tvar) nebo ax+by+c=0 (obecny tvar)

9.1 Priklad: Urcete rovnici pfimky prochazejici body [1,2], [3, 6]

Piimka neni rovnobézna s osou = (obé hodnoty x jsou rizné) ani s osou y (hodnoty y jsou
rizné), proto mé piimka smérnicovy tvar:

y=kr+gq

11



Postup 1: Smérnicovy tvar - vzorec

1. Uréime smérnici:
Y= _6—2_4_

k= = = - =2

To — X1 3—1 2

2. Pouzijeme tvar y = kz + ¢, dosadime bod [1, 2]:

2=2.-14¢q = q¢q=0

3. Rovnice piimky:
Yy =2z

Postup 2: Smérnicovy tvar - dosazeni
1. Dosadime bod [1;2] do rovnice y = kz + ¢:
2=k-1+q = k+q=2
2. Dosadime bod [3;6] do téze rovnice:

6=k-3+q¢ = 3k+qg=6

3. Resime soustavu rovnic:

k+q=2 (1)
3k+q=6 (2)

4. Odec¢teme (1) od (2):

Bk+q)—(k+¢)=6-2 = 2%k=4 = k=2

5. Dosadime k = 2 zpét do (1):

249g=2 = q=0

6. Rovnice primky je:
y =2
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