Primitivni funkce

Jestlize plati  F'(z) = f(x) Vz € (a,b),

pak fikame, 7ze funkce F(x) je primitivni funkci k funkci f(z) v otevieném intervalu
(a,b) (muze byt i neomezeny). Primitivni funkci také nazyvame neurcitym integralem a
znacime ji

F(z) = /f(a:) dz.

Jednoznac¢nost neurcitého integralu

Jsou-li F(z) a G(z) dvé primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu (a,b), pak plati
Gx)=F(z)+C  Vze(a,b) zkracené F(z) = G(x) V€ (a,b),

kde C' je libovolna konstanta. Tedy dvé primitivni funkce se li$i pouze o konstantu.
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Existence neurcitého integralu

Jestlize funkce f je spojitd v otevieném intervalu (a,b), potom pro libovolné ¢islo ¢ z
intervalu (a, b) je funkce

Flz) = / () dt

primitivni funkei k funkei f v intervalu (a, b). Tedy ke kazdé spojité funkci v intervalu
(a,b) existuje v tomto intervalu primitivni funkce.

Linearita neurcitého integralu
Existuji-li v intervalu (a, b) neur¢ité integraly /f1 (x)dx, ..., / fn(z)dx ajsou-licq, ..., c,

libovolna redlna ¢isla, potom existuje i integral /(clfl (x)+---+ cnfn(x)) dx a plati

/(clfl(x)+---+cnfn(x)) dxicl/fl(oc)d:c—i—-~-—|—cn/fn(x)dx.

Priklad:

/(i%siruzc%—?cosx)dx:S/Sinxdx—|—2/cosgud:L‘é —3cosx +2sinw x € (—00,00).

Integrace per partes

Jestlize funkce u a v maji v intervalu (a, b) spojité derivace, potom v intervalu (a,b) plati

Piiklad: Spo¢téme neurcity integral [zsinzdz pro x € (—oo,00). Cheeme vyderivovat
polynom, takze volime
u(x) =, v'(x) = sinx.

Potom
u'(z) =1, v(z) = —cosx.

Dosadime:
. C (& & .
/xsmxdx = z(—cosx) — / 1-(—cosz)dr = —xcosx + /cosxdx = —xcosx + sinx.

Piiklad: Spo¢téme neurdity integral [Inzdz pro z € (0,00). Cheeme vyderivovat loga-
ritmus (pied logaritmus napiSeme krat jedna), takze zvolime:

u(z) =1Inz, V'(z) = 1.



Potom

a dostaneme

C 1 C C
/lnxdx:arlna:—/—xdx:xln:v—/ldx:xlnx—x.
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Piiklad: Spo¢téme neur€ity integral [ arccotgx dz pro x € (—o00,00). Cheeme vyderi-
vovat arkus kotangens, takze zvolime:

u(x) = arccotg z, V(x) = .
Potom . )
T
/ - .
W) = )=
Dosadime:
/ t dcg72 t /“’2( 1>dcx2 t +1/ IQd
rarccotg x dx = — arccotgxr — | — | — r = — arccotg x + — T.
s 2 & o U122 2 LTS | T+ 22
Dale upravime zlomek:
2 1 2 1
] ix2 =1- 1122 a integrujeme / 7 i " de = /1 d:z:—/ 52 dr = xr+arccotg x.
Celkem

e 12 1
x arccotg x dr = 5 arccotg x + 5 (Jc + arccotg x)

Prakticky navod pro integraci per partes podle typu funkci:

e Polynom P(x) krat goniometrickd nebo exponencialni funkce:
P(z)sinz, P(zx)cosz, P(x)e®
= derivujeme polynom, integrujeme druhou funkci.
e Polynom P(z) krat logaritmus nebo cyklometricka funkce:
P(z)Inz, P(x)arctgx, P(x)arccotgzx
= integrujeme polynom, derivujeme druhou funkci.
e Samostatny logaritmus nebo cyklometricka funkce:
Inx, arctgx, arccotgx, arcsinz, arccosz

= zvolime ji za u (derivujeme) a polozime v' = 1.

3



Substituce

Jestlize funkce f je spojita v intervalu (a, b), funkce ¢ ma v intervalu (v, 3) vlastni derivaci
¢ apro kazdé t € (a, B) plati p(t) € (a,b), potom pii substituci

r=o(t)  plati / f(z)do £ / fe@)g@ydt  te (a,B).

Piiklad: Spoctéme [ 2z cos(z?) dx pro @ € (—o0, 00). Vidime vnitini funkei p(z) = 2% a
jeji derivaci ¢'(x) = 2z, takze zvolime substituci:

t=2a? = dt = 2x dx,

tedy
/235 cos(x?) dr = /costdt < sint = sin(2?).

dx
9+ 22

funkci a jeji derivaci, ale tvar pfipomina znamy vzorec /

pro x € (—o00,00). Jelikoz v integrandu nevidime vnitini

dx
1+ 22

Priiklad: Spoctéme /

(& ’
= arctg x, pokusime se

¢islo 9 odstranit vhodnou substituci:

A dosadime do integralu:

/dx C/Bdtc/ dt Cl/dtcl el @
= = [ ———=- | —— = —arctgt = — arctg —.
9+ a2 0+ 02 3(1+) 3/ 1+ 3708 T 3MORy

Existence urcitého integralu a souvislost s primitivni funkci

Jestlize funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a, b], pak existuje urcity integral

b
/ f(x)dzx. Je-li F spojitou primitivni funkei k funkei f v intervalu (a,b), potom plati

/ f(x)dr = F(b) — F(a).

Piiklad: Spoctéme uréity integral funkce f(z) = x na intervalu [0, 1]. Nejprve najdeme
primitivni funkeci:

Potom . ) )
1 0 1
dr=F(1)—F0)=—— —=—.
| wde =P -FO =5 -5 =3
To odpovida obsahu trojihelnika se zakladnou i vyskou délky 1.
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