VySetirovani pribéhu funkce - prehled teorie

Rostouci a klesajici funkce v bodé

e Funkce f je rostouci v bodé z, jestlize v né€jakém okoli bodu zy pro vSechna x < xg
plati f(z) < f(zo) a pro vSechna x > x plati f(x) > f(xo).

e Funkce f je klesajici v bodé z, jestlize v néjakém okoli bodu zy pro vSechna x < x
plati f(z) > f(zo) a pro v8echna x > x plati f(x) < f(xo).
Vyznam znaménka prvni derivace
e Pokud je f'(z¢) > 0, pak je funkce f rostouci v bodé& x.

e Pokud je f'(zo) < 0, pak je funkce f klesajici v bodé& x.

I’Hospitalovo pravidlo
Jestlize plati lim f(z) = lim g(x) = 0 nebo lim |g(x)| = oo a existuje vlastni nebo nevlastni
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Dalsi neurcité vyrazy lze také prevést na vyuziti ’Hospitalova pravidla:
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e 1, 0% oo® — k pievodu na limitu z prvni odrazky vyuZijte pro f(x) > 0 vztah:

e 0-00 — f(z)g(x) prepiste jako

lim f(z)?®) = elimln(f(:v)"(””) — lim(g(@) In f(2))



Konvexnost a konkdvnost v intervalu

Mame pifmku danou rovnici: y = yo + k(z — 20). Rikame, Ze bod P = [z,y] lezi nad
primkou, pokud plati
y >y + k(z — x0),

a 7e lezi pod pFimkou, pokud
y < yo + k(z — xp).

Predpokladejme, ze funkce f je definovana v intervalu I a pro kazdé t¥i body z; < x4 < x3
z tohoto intervalu sestrojime piimku prochazejici body Py =[xy, f(z1)] a Py = [x3, f(x3)].

e Pokud bod P; vizdy lezi pod piimkou spojujici P, a P3 nebo na ni, fikAme, ze funkce
je konvexni v intervalu I.

e Pokud bod P, vzdy lezi nad piimkou spojujici P, a P3 nebo na ni, fikdme, ze funkce
je konkavni v intervalu I.

e Pokud bod P, vzdy lezi pod piimkou spojujici P; a Pj, fikdme, Ze funkce je ryze
konvexni v intervalu I.

e Pokud bod P, vzdy lezi nad piimkou spojujici P, a Ps, fikime, Ze funkce je ryze

konkavni v intervalu 1.

Ryze konvexni a konkavni funkce v bodé

Mame funkei f, kterd méa derivaci v bodé xg. Sestrojime te¢nu v bodé xo: yr = f(zo) +
f(xo)(x — xo). Pokud existuje 6 > 0 tak, ze pro vSechna z spliwjici 0 < |z — x| < § plati:

o f(x) > f(xg)+ f'(xo)(x — xp) pak Fikame, ze funkce f je ryze konvexni v bodé& x
- tedy v prstencovém okoli bodu x( lezi v8echny funkéni hodnoty nad te¢nou yr.

o f(x) < f(xg)+ f'(xo)(x — xp) pak Fikame, Ze funkce f je ryze konkavni v bodé x

- tedy v prstencovém okoli bodu x( lezi v8echny funkéni hodnoty pod te¢nou yr.

Vyznam znaménka druhé derivace

o Je-li f"(xy) > 0, pak je funkce v tomto bodé ryze konvexni.

e Je-li f"(x0) <0, pak je funkce v tomto bodé ryze konkéavni.



Lokalni a absolutni (globalni) extrémy funkce
Absolutni (globalni) extrémy
e Funkce f ma v bodé ¢ absolutni maximum na intervalu M, pokud:
Vee M: f(x) < f(c)
Hodnota f(c) je nejvétsi mozna hodnota funkce na daném intervalu.
e Funkce f ma v bodé ¢ absolutni minimum na intervalu M, pokud:
vreM: f(x) = f(0)

Hodnota f(c) je nejmensi mozna hodnota funkce na daném intervalu.

Lokalni extrémy

e Funkce f ma v bodé ¢ lokdlni maximum, pokud existuje § > 0 tak, Ze:
Ve e (c—d,c+6):  f(x) < f(o).
e Funkce f ma v bodé c ostré lokalni maximum, pokud existuje 6 > 0 tak, ze:

Ve e (c—d,c)U(c,e+6):  flx) < f(e).
e Funkce f ma v bodé ¢ lokalni minimum, pokud existuje § > 0 tak, Ze:
Ve e (c—d,c+9):  f(x) > fle)
e Funkce f ma v bodé ¢ ostré lokalni minimum, pokud existuje 6 > 0 tak, Ze:

Ve e (c—6,c)U(c,e+9):  f(x) > f(o).

Hledani absolutnich extrému

e Pokud ma funkce f na intervalu I absolutni maximum v bodé ¢ € I, pak tento
bod musi byt bud krajnim bodem intervalu I, nebo bodem, kde mé funkce f lokalni
maximum.

e Stejné tak, pokud ma funkce f na intervalu I absolutni minimum v bodé d € I,
pak tento bod je bud krajnim bodem intervalu I, nebo bodem, kde mé funkce f
lokalni minimum.

Chceme-li najit absolutni extrémy funkce na uzavieném intervalu, stadi:

1. najit krajni body intervalu,



2. najit body, ve kterych je prvni derivace rovna nule nebo neexistuje,

3. porovnat funkéni hodnoty ve vSech nalezenych bodech a najit nejvétsi a nejmensi
hodnoty.

Chceme-li najit absolutni extrémy funkce na otevieném intervalu (a,b), staci:
1. v krajnich bodech intervalu spocitat jednostranné limity lim, .+ f(z), lim, ;- f(2),

2. tyto limity porovnat s funkénimi hodnotami v bodech, ve kterych je prvni derivace
rovna nule nebo neexistuje, a najit nejvétsi a nejmensi hodnoty,

3. pokud je néktera z limit vétsi (nebo mensi) nez vSechny vnitini hodnoty, pak funkce
nenabyva absolutniho maxima (nebo minima). Tedy absolutni extrém nemusi na
otevieném intervalu existovat.

Nutni podminka existence lokdlniho extrému

Pokud f’(zq) # 0, potom v bodé xy neni lokilni extrém. Rovnost f’'(z9) = 0 nebo neexis-
tence derivace jsou nutné, ale nesta¢i k tomu, aby v bodé byl extrém (viz f(x) = 23).

Postacujici podminka existence lokadlniho extrému

Predpokladejme, ze funkce f je spojitd v intervalu (a,b) a ma derivaci ve vSech bodech
tohoto intervalu kromé bodu zy € (a,b). Déle piedpokladejme existenci § > 0 tak, ze:

e Bud f'(z) >0 proVee (xg—0,29) a f'(x)<0 proVe € (xg,z0+9),
potom ma funkce f v bodé xy ostré lokdlni maximum.

e Nebo f'(x) <0 proVee (xo—0d,29) a f'(z)>0 proVee (zg,20+9),
potom ma funkce f v bodé xg ostré lokalni minimum.

e Nebo f'(x) >0 pro Ve € (zg — 6, 20) U (20, 29 + 9),
potom je funkce f v bodé zy rostouci.

e Nebo f'(x) <0 proVz € (xg— 6, x0) U (z0, 20 + 9),

potom je funkce f v bodé z( klesajici.

Inflexni bod

Jestlize ma funkce f v bodé xq derivaci, sestrojime k ni v tomto bodé teénu: yr = f(zo) +
f'(zo)(x — xp). Pokud existuje ¢islo 0 > 0, pro které nastava jeden z néasledujicich dvou
pripadi:



e Bud bod [z, f(z)] lezi pro Vo € (z¢g — 0,2) pod te€nou yr a pro Vo € (xg,x¢ + 0)
nad te¢nou yr,

e nebo bod [z, f(x)] lezi pro Vx € (xy — 0, z9) nad te€nou yr a pro Vo € (xq,xo + 0)
pod tecnou yr.

Pak fikdme, ze funkce f ma v bodé zy inflexi nebo také, ze funkce mé v bodé zy inflexni
bod. V takovém bodé funkce prechazi z jedné strany te¢ny na druhou: funkce se méni z
konvexni na konkavni nebo naopak.

Nutna podminka existence inflexniho bodu

Pokud f"(zg) # 0, pak funkce v bod& zy nema inflexi. Tato podminka je nutna,
nikoliv postacujici. Tedy i kdyz f”(x¢) = 0 nebo neexistuje, nemusi tam inflexe byt.

Postacujici podminka existence inflexniho bodu

Jestlize funkce f ma spojitou prvni derivaci v intervalu (a, b), mé& druhou derivaci v kazdém
bodé (a,b) kromé bodu zy € (a,b) a jestlize existuje § > 0 takové, ze:

e Bud f"(z) <0 proVz e (xg—0d,20) a f’(x) >0 proVe € (xg,z0+9),
potom mé funkce f v bodé xg inflexni bod.

e Nebo f"(x) >0 proVe € (xg—0,20) a f’'(x)<0 proVe e (z9,20+9),
potom mé funkce f v bodé x( inflexni bod.

e Nebo f’(z) >0 pro Vo € (zg — 0, x0) U (20, 9 + ),
potom je funkce v bodé xy ryze konvexni.

e Nebo f"(z) <0 pro Vo € (xg— 6, x0) U (29,20 + 9),

potom je funkce v bodé xq ryze konkavni.

Asymptoty

Asymptota je piimka, ke které se funkce blizi, kdyz © — 400 nebo kdyz f(z) — +o0.
e Svisla asymptota: Funkce ma v bodé x = ¢ svislou asymptotu, pokud plati:

lim f(z) =+oc nebo lim f(z)= +o0.

T—cT T—c™

e Sikma nebo vodorovna asymptota: Pokud existuji kone¢né limity:

k= lim @, q = lim (f(x) — kx),

T—0o0 I T—00

potom mé funkce asymptotu y = kz 4 ¢. Pro kK = 0 mame vodorovnou asymptotu.

e To stejné plati i pro xr — —o0, takze Sikmé asymptoty mohou byt maximalné dvé.



Priklad vySetieni pribéhu funkce

Zadana funkce:
2 =1

r — 2

fz) =

1. Defini¢ni obor a spojitost
Funkce neni definovana a spojita v bodé, kde je jmenovatel roven nule, tj. v bodé x = 2.
D(f) =R\{2} = (-00,2) U (2,0)

2. Limity v bodé x = 2

a) Limita pro z — 27:

typ 2
22 -1 ) 3 a—2<0
lim = lim =Y _
rx—2— XU — r—2— T —
b) Limita pro x — 2*:
typ 2
| ) 3 2—2>0
lim = lim =

=2+ x — 2 =2+ L — 2

— Funkce ma4 svislou asymptotu: © = 2 a nema absolutni extrémy na D(f).

3. Chovani v nekonec¢nu a Sikma asymptota

21 22 20 — 1 20 —4)+4—-1
Zjednodusime délenim: L = (x )+ 2 = :L’—l—( ro 4+ = x+2+
T — 2 T — 2 T — 2 T — 2

c¢) Limita pro =z — oo:

lim f(z) = lim (x—i—Z—i—

T—r00 T—r00

3 ) 3
=00+2+— =00
T —2 00

d) Limita pro z — —oo:

lim f(z)= lim (x+2+

T—r—00 T——00

3 ) 3
=—-00+2+— =-00
T —2 —00

— Funkce ma Sikmou asymptotu: y = = + 2, protoze f(z) — x — 2 jde k nule, kdyz
r — to0.



4. VySetieni prvni derivace

3 3 Y 3
— 2 _— / — 2 _— — ]_ Bl ———
f@)y=z+2+— = [() <x+ +$_2) +0- =5
Hledame body, kde f'(x) = 0 nebo kde derivace neexistuje.
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CETT N -0 & (@-2%=3 & z-2=+V3

1 —

Déleni nulou v bodé x = 2 neni problém, protoze tento bod zaroven neni ani v defini¢nim
oboru funkce f.

-2)2-3 —2—V3)(r—2 3
Zkoumame znaménko derivace f'(z) = (z=2) = (@ V3)( i \/_> Po-
(z —2)? (r —2)?
moci nulovych bodi c¢itatele i jmenovatele rozdélime defini¢ni obor na jednotlivé intervaly

a uré¢ime znaménko na kazdém intervalu:
v |(—00,2-v3) 2-v3,2) (2,2+V3) 2+V3, )
I - - ¥

f je rostouci klesajici klesajici rostouci

e V bodé z = 2 — /3 derivace méni znaménko z + na — = lokalni maximum
e V bodé x = 2 funkce neni definovana

e V bodsd z = 2 + /3 derivace méni znaménko z — na + = lokalni minimum

5. VySetieni druhé derivace

Zkoumame znaménko druhé derivace

f(x) = (1 - ﬁ) =0-(3(z—2)%) =6(x—2)*= ﬁ

pomoci nulovych bodu ¢itatele i jmenovatele rozdélime defini¢ni obor na jednotlivé intervaly
a ur¢ime znaménko na kazdém intervalu:

x (—00,2) 2 (2,00)

f"(x) — nedefinovana +

f | je konkévni | nema inflexni bod | je konvexni

6. Graf funkce



Obrazek 1: Graf funkce f(x) = ”;2__21 a jeji asymptoty



