
Vy²et°ování pr·b¥hu funkce - p°ehled teorie

Rostoucí a klesající funkce v bod¥

� Funkce f je rostoucí v bod¥ x0, jestliºe v n¥jakém okolí bodu x0 pro v²echna x < x0

platí f(x) < f(x0) a pro v²echna x > x0 platí f(x) > f(x0).

� Funkce f je klesající v bod¥ x0, jestliºe v n¥jakém okolí bodu x0 pro v²echna x < x0

platí f(x) > f(x0) a pro v²echna x > x0 platí f(x) < f(x0).

Význam znaménka první derivace

� Pokud je f ′(x0) > 0, pak je funkce f rostoucí v bod¥ x0.

� Pokud je f ′(x0) < 0, pak je funkce f klesající v bod¥ x0.

l'Hospitalovo pravidlo

Jestliºe platí lim f(x) = lim g(x) = 0 nebo lim |g(x)| = ∞ a existuje vlastní nebo nevlastní
limita

lim
f ′(x)

g′(x)
,

pak existuje i limita

lim
f(x)

g(x)
a platí lim

f(x)

g(x)
= lim

f ′(x)

g′(x)

Symbol lim m·ºe znamenat: lim
x→c

, lim
x→c+

, lim
x→c−

, lim
x→∞

, lim
x→−∞

.

P°íklad 1:

lim
x→0

sinx

x

0
0= lim

x→0

cosx

1
= cos 0 = 1.

P°íklad 2:

lim
x→0

1− cosx

x2

0
0= lim

x→0

sinx

2x

0
0= lim

x→0

cosx

2
=

1

2
.

Dal²í neur£ité výrazy lze také p°evést na vyuºití l'Hospitalova pravidla:

� 0 · ∞ → f(x) g(x) p°epi²te jako
f(x)

1/g(x)
nebo

g(x)

1/f(x)
.

� ∞ − ∞ → upravte p°evodem na spole£ného jmenovatele nebo roz²i°te vhodným

výrazem, nap°.
√
x2 + x− x =

(√
x2 + x− x

) √
x2 + x+ x√
x2 + x+ x

=
x√

x2 + x+ x
.

� 1∞, 00, ∞0 → k p°evodu na limitu z první odráºky vyuºijte pro f(x) > 0 vztah:

lim f(x)g(x) = elim ln
(
f(x)g(x)

)
= elim(g(x) ln f(x)).
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Konvexnost a konkávnost v intervalu

Máme p°ímku danou rovnicí: y = y0 + k(x − x0). �íkáme, ºe bod P = [x, y] leºí nad
p°ímkou, pokud platí

y > y0 + k(x− x0),

a ºe leºí pod p°ímkou, pokud

y < y0 + k(x− x0).

P°edpokládejme, ºe funkce f je de�novaná v intervalu I a pro kaºdé t°i body x1 < x2 < x3

z tohoto intervalu sestrojíme p°ímku procházející body P1 = [x1, f(x1)] a P3 = [x3, f(x3)].

� Pokud bod P2 vºdy leºí pod p°ímkou spojující P1 a P3 nebo na ní, °íkáme, ºe funkce
je konvexní v intervalu I.

� Pokud bod P2 vºdy leºí nad p°ímkou spojující P1 a P3 nebo na ní, °íkáme, ºe funkce
je konkávní v intervalu I.

� Pokud bod P2 vºdy leºí pod p°ímkou spojující P1 a P3, °íkáme, ºe funkce je ryze
konvexní v intervalu I.

� Pokud bod P2 vºdy leºí nad p°ímkou spojující P1 a P3, °íkáme, ºe funkce je ryze
konkávní v intervalu I.

Ryze konvexní a konkávní funkce v bod¥

Máme funkci f , která má derivaci v bod¥ x0. Sestrojíme te£nu v bod¥ x0: yT = f(x0) +
f ′(x0)(x− x0). Pokud existuje δ > 0 tak, ºe pro v²echna x spl¬ující 0 < |x− x0| < δ platí:

� f(x) > f(x0)+ f ′(x0)(x−x0) pak °íkáme, ºe funkce f je ryze konvexní v bod¥ x0

- tedy v prstencovém okolí bodu x0 leºí v²echny funk£ní hodnoty nad te£nou yT .

� f(x) < f(x0)+ f ′(x0)(x−x0) pak °íkáme, ºe funkce f je ryze konkávní v bod¥ x0

- tedy v prstencovém okolí bodu x0 leºí v²echny funk£ní hodnoty pod te£nou yT .

Význam znaménka druhé derivace

� Je-li f ′′(x0) > 0, pak je funkce v tomto bod¥ ryze konvexní.

� Je-li f ′′(x0) < 0, pak je funkce v tomto bod¥ ryze konkávní.
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Lokální a absolutní (globální) extrémy funkce

Absolutní (globální) extrémy

� Funkce f má v bod¥ c absolutní maximum na intervalu M , pokud:

∀x ∈ M : f(x) ≤ f(c)

Hodnota f(c) je nejv¥t²í moºná hodnota funkce na daném intervalu.

� Funkce f má v bod¥ c absolutní minimum na intervalu M , pokud:

∀x ∈ M : f(x) ≥ f(c)

Hodnota f(c) je nejmen²í moºná hodnota funkce na daném intervalu.

Lokální extrémy

� Funkce f má v bod¥ c lokální maximum, pokud existuje δ > 0 tak, ºe:

∀x ∈ (c− δ, c+ δ) : f(x) ≤ f(c).

� Funkce f má v bod¥ c ostré lokální maximum, pokud existuje δ > 0 tak, ºe:

∀x ∈ (c− δ, c) ∪ (c, c+ δ) : f(x) < f(c).

� Funkce f má v bod¥ c lokální minimum, pokud existuje δ > 0 tak, ºe:

∀x ∈ (c− δ, c+ δ) : f(x) ≥ f(c)

� Funkce f má v bod¥ c ostré lokální minimum, pokud existuje δ > 0 tak, ºe:

∀x ∈ (c− δ, c) ∪ (c, c+ δ) : f(x) > f(c).

Hledání absolutních extrém·

� Pokud má funkce f na intervalu I absolutní maximum v bod¥ c ∈ I, pak tento
bod musí být bu¤ krajním bodem intervalu I, nebo bodem, kde má funkce f lokální
maximum.

� Stejn¥ tak, pokud má funkce f na intervalu I absolutní minimum v bod¥ d ∈ I,
pak tento bod je bu¤ krajním bodem intervalu I, nebo bodem, kde má funkce f
lokální minimum.

Chceme-li najít absolutní extrémy funkce na uzav°eném intervalu, sta£í:

1. najít krajní body intervalu,
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2. najít body, ve kterých je první derivace rovna nule nebo neexistuje,

3. porovnat funk£ní hodnoty ve v²ech nalezených bodech a najít nejv¥t²í a nejmen²í
hodnoty.

Chceme-li najít absolutní extrémy funkce na otev°eném intervalu (a, b), sta£í:

1. v krajních bodech intervalu spo£ítat jednostranné limity limx→a+ f(x), limx→b− f(x),

2. tyto limity porovnat s funk£ními hodnotami v bodech, ve kterých je první derivace
rovna nule nebo neexistuje, a najít nejv¥t²í a nejmen²í hodnoty,

3. pokud je n¥která z limit v¥t²í (nebo men²í) neº v²echny vnit°ní hodnoty, pak funkce
nenabývá absolutního maxima (nebo minima). Tedy absolutní extrém nemusí na
otev°eném intervalu existovat.

Nutná podmínka existence lokálního extrému

Pokud f ′(x0) ̸= 0, potom v bod¥ x0 není lokální extrém. Rovnost f ′(x0) = 0 nebo neexis-
tence derivace jsou nutné, ale nesta£í k tomu, aby v bod¥ byl extrém (viz f(x) = x3).

Posta£ující podmínka existence lokálního extrému

P°edpokládejme, ºe funkce f je spojitá v intervalu (a, b) a má derivaci ve v²ech bodech
tohoto intervalu krom¥ bodu x0 ∈ (a, b). Dále p°edpokládejme existenci δ > 0 tak, ºe:

� Bu¤ f ′(x) > 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′(x) < 0 pro ∀x ∈ (x0, x0 + δ),

potom má funkce f v bod¥ x0 ostré lokální maximum.

� Nebo f ′(x) < 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′(x) > 0 pro ∀x ∈ (x0, x0 + δ),

potom má funkce f v bod¥ x0 ostré lokální minimum.

� Nebo f ′(x) > 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ),

potom je funkce f v bod¥ x0 rostoucí.

� Nebo f ′(x) < 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ),

potom je funkce f v bod¥ x0 klesající.

In�exní bod

Jestliºe má funkce f v bod¥ x0 derivaci, sestrojíme k ní v tomto bod¥ te£nu: yT = f(x0)+
f ′(x0)(x − x0). Pokud existuje £íslo δ > 0, pro které nastává jeden z následujících dvou
p°ípad·:
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� Bu¤ bod [x, f(x)] leºí pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) pod te£nou yT a pro ∀x ∈ (x0, x0 + δ)
nad te£nou yT ,

� nebo bod [x, f(x)] leºí pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) nad te£nou yT a pro ∀x ∈ (x0, x0 + δ)
pod te£nou yT .

Pak °íkáme, ºe funkce f má v bod¥ x0 in�exi nebo také, ºe funkce má v bod¥ x0 in�exní
bod. V takovém bod¥ funkce p°echází z jedné strany te£ny na druhou: funkce se m¥ní z
konvexní na konkávní nebo naopak.

Nutná podmínka existence in�exního bodu

Pokud f ′′(x0) ̸= 0, pak funkce v bod¥ x0 nemá in�exi. Tato podmínka je nutná,
nikoliv posta£ující. Tedy i kdyº f ′′(x0) = 0 nebo neexistuje, nemusí tam in�exe být.

Posta£ující podmínka existence in�exního bodu

Jestliºe funkce f má spojitou první derivaci v intervalu (a, b), má druhou derivaci v kaºdém
bod¥ (a, b) krom¥ bodu x0 ∈ (a, b) a jestliºe existuje δ > 0 takové, ºe:

� Bu¤ f ′′(x) < 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′′(x) > 0 pro ∀x ∈ (x0, x0 + δ),

potom má funkce f v bod¥ x0 in�exní bod.

� Nebo f ′′(x) > 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′′(x) < 0 pro ∀x ∈ (x0, x0 + δ),

potom má funkce f v bod¥ x0 in�exní bod.

� Nebo f ′′(x) > 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ),

potom je funkce v bod¥ x0 ryze konvexní.

� Nebo f ′′(x) < 0 pro ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ),

potom je funkce v bod¥ x0 ryze konkávní.

Asymptoty

Asymptota je p°ímka, ke které se funkce blíºí, kdyº x → ±∞ nebo kdyº f(x) → ±∞.

� Svislá asymptota: Funkce má v bod¥ x = c svislou asymptotu, pokud platí:

lim
x→c+

f(x) = ±∞ nebo lim
x→c−

f(x) = ±∞.

� �ikmá nebo vodorovná asymptota: Pokud existují kone£né limity:

k = lim
x→∞

f(x)

x
, q = lim

x→∞
(f(x)− kx),

potom má funkce asymptotu y = kx+ q. Pro k = 0 máme vodorovnou asymptotu.

� To stejné platí i pro x → −∞, takºe ²ikmé asymptoty mohou být maximáln¥ dv¥.
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P°íklad vy²et°ení pr·b¥hu funkce

Zadaná funkce:

f(x) =
x2 − 1

x− 2

1. De�ni£ní obor a spojitost

Funkce není de�nována a spojitá v bod¥, kde je jmenovatel roven nule, tj. v bod¥ x = 2.

D(f) = R \ {2} = (−∞, 2) ∪ (2,∞)

2. Limity v bod¥ x = 2

a) Limita pro x → 2−:

lim
x→2−

x2 − 1

x− 2
= lim

x→2−

3

x− 2

typ 3
0

x−2<0
= −∞

b) Limita pro x → 2+:

lim
x→2+

x2 − 1

x− 2
= lim

x→2+

3

x− 2

typ 3
0

x−2>0
= ∞

=⇒ Funkce má svislou asymptotu: x = 2 a nemá absolutní extrémy na D(f).

3. Chování v nekone£nu a ²ikmá asymptota

Zjednodu²íme d¥lením:
x2 − 1

x− 2
=

(x2 − 2x) + 2x− 1

x− 2
= x+

(2x− 4) + 4− 1

x− 2
= x+2+

3

x− 2

c) Limita pro x → ∞:

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(
x+ 2 +

3

x− 2

)
= ∞+ 2 +

3

∞
= ∞

d) Limita pro x → −∞:

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(
x+ 2 +

3

x− 2

)
= −∞+ 2 +

3

−∞
= −∞

=⇒ Funkce má ²ikmou asymptotu: y = x + 2, protoºe f(x) − x − 2 jde k nule, kdyº
x → ±∞.
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4. Vy²et°ení první derivace

f(x) = x+ 2 +
3

x− 2
⇒ f ′(x) =

(
x+ 2 +

3

x− 2

)′

= 1 + 0− 3

(x− 2)2

Hledáme body, kde f ′(x) = 0 nebo kde derivace neexistuje.

1− 3

(x− 2)2
=

(x− 2)2 − 3

(x− 2)2
= 0 ⇔ (x− 2)2 = 3 ⇔ x− 2 = ±

√
3

D¥lení nulou v bod¥ x = 2 není problém, protoºe tento bod zárove¬ není ani v de�ni£ním
oboru funkce f .

Zkoumáme znaménko derivace f ′(x) =
(x− 2)2 − 3

(x− 2)2
=

(x− 2−
√
3)(x− 2 +

√
3)

(x− 2)2
. Po-

mocí nulových bod· £itatele i jmenovatele rozd¥líme de�ni£ní obor na jednotlivé intervaly
a ur£íme znaménko na kaºdém intervalu:

x (−∞, 2−
√
3) (2−

√
3, 2) (2, 2 +

√
3) (2 +

√
3, ∞)

f ′(x) + − − +

f je rostoucí klesající klesající rostoucí

� V bod¥ x = 2−
√
3 derivace m¥ní znaménko z + na − ⇒ lokální maximum

� V bod¥ x = 2 funkce není de�novaná

� V bod¥ x = 2 +
√
3 derivace m¥ní znaménko z − na + ⇒ lokální minimum

5. Vy²et°ení druhé derivace

Zkoumáme znaménko druhé derivace

f ′′(x) =

(
1− 3

(x− 2)2

)′

= 0−
(
3(x− 2)−2

)′
= 6(x− 2)−3 =

6

(x− 2)3

pomocí nulových bod· £itatele i jmenovatele rozd¥líme de�ni£ní obor na jednotlivé intervaly
a ur£íme znaménko na kaºdém intervalu:

x (−∞, 2) 2 (2,∞)

f ′′(x) − nede�nována +

f je konkávní nemá in�exní bod je konvexní

6. Graf funkce
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Obrázek 1: Graf funkce f(x) = x2−1
x−2

a její asymptoty
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