Posloupnosti

Posloupnost je zobrazeni mnoziny prirozenych ¢isel N do mnoziny redlnych ¢isel R, tedy
prifazuje kazdému pfirozenému &islu n pravé jedno realné ¢islo a,, (n-ty ¢len). Posloupnost
znaCime
{an}izy = A{a1,a2,03,... }.
Lze ji chapat jako ocislovany seznam ¢isel. Napiiklad: {n}:>, = {1,2,3,4,...} nebo
N® 11
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Vybrana posloupnost vznikne tak, ze z pivodni posloupnosti vynechame nékteré
Cleny, ale zachovame jejich pofadi. Napiiklad z posloupnosti {n}>2, = {1,2,3,4,5,...}
muzeme vybrat jen liché ¢leny: {2n — 1}, = {1,3,5,... }.

RozliSujeme nasledujici monoténni posloupnosti:

neklesajici — kazdy dalsi ¢len je vétsi nebo roven piedchozimu, napt¥. {1,2,2,3,...},

rostouci — kazdy dalsi ¢len je vétsi nez predchozi, napi. {1,2,3,4, ...},

nerostouci — kazdy dalsi ¢len je mensi nebo roven piedchozimu, napt. {5,4,4,3, ...},

klesajici — kazdy dalsi ¢len je mensi nez predchozi, napt. {5,4,3,2,...}.

Omezena posloupnost je takova posloupnost, jejiz vSechny ¢leny lezi mezi dvéma
realnymi ¢isly m (dolné mez) a M (horni mez) tak, ze pro viechna n € N plati:

m<a, <M.
Napriklad posloupnost {%}:}:1 = {1, %, %, e } je omezend, protoze plati 0 < a,, < 1 pro
vSechna n.

Limita posloupnosti popisuje, ke které hodnoté se ¢leny posloupnosti blizi, kdyz n
roste do nekonec¢na. Pokud tato limita existuje a je to redlné ¢islo, fikame, Ze posloupnost
a, je konvergentni a zapisujeme:

lim a, = a.
n—oo

V opa¢ném piipadé fikdme, ze posloupnost diverguje, tj. limita neexistuje, nebo je ne-
vlastni (400).

Nejjednodussim prikladem je konstantni posloupnost, napiiklad:
{5}, =1{5,5,5,5,...}.
Tato posloupnost méa limitu 5, protoze vSechny jeji ¢leny jsou rovny této hodnoté a piseme:

lim 5 = 5.

n—oo



Nevlastni limity popisuji skutecnost, ze ¢leny posloupnosti nejsou omezené.

Pokud cleny posloupnosti rostou nad vsechny meze, fikime, Ze limita je co. Naptiklad:

{n} 2, ={1,2,3,4,...}, lim n=occ.

n—oo
Pokud ¢leny posloupnosti klesaji pod vsechny meze, fikame, Ze limita je —oo. Naptiklad:

{—n}",={-1,-2,-3,—-4,...}, lim —n = —o0.

n—oo

Vyznac¢né limity posloupnosti

o lima=oa
n—oo

e lim ¢" =0, pokud |¢| <1
n—oo

e lim ¢" = oo, pokud ¢ > 1

n—oo

e lim (—1)" neexistuje
n—oo

e lim ¢" neexistuje, pokud ¢ < —1
n—oo

e lim Ya=1,proa>0

n—oo

1 n
e lim (1 + —) =e
n—oo n

Pravidla pro pocditani limit posloupnosti

Ovéreni, Ze limita neexistuje - spoc¢iva v nalezeni dvou vybranych posloupnosti s riz-
nymi limitami (dasledek jednoznacnosti).

Priklad: Zvazme posloupnost {(—1)"}, = {-1,1,—1,1,...}.
e Vybereme liché ¢leny: {ag, 1}, = {(—=1)*71}2, = {-1,-1,—1,...} s limitou —1.

e Vybereme sudé &leny: {ag,}5, = {(—=1)?*}2, = {1,1,1,...} s limitou 1.



Protoze tyto dvé vybrané posloupnosti maji riizné limity, limita zadané posloupnosti
neexistuje a piseme lim,, . (—1)" = neexistuje.

Véta o aritmetice limit posloupnosti
Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti s limitami lim, ,. a, = A a lim, b, = B, kde
A, B € RU{+£oc}. Pak plati (pokud jsou pravé strany definovany):
lim (a, +b,) = A+ B,

n—o0

lim (a, - b,) = A- B,

n—oo

lim (a, — b,) = A — B,

n—oo

A
lim 2% — 3 pokud B # 0.

n—00 bn

Napftiklad neni povoleno oo — oo, 22 a dalsi nedefinované vyrazy.

Diisledek véty o aritmetice limit a zakladnich limit:

1
lim n? = oo, lim — =0,
n—oo n—oo N,
a obecné pro kazdé k € N plati:
. k 1
lim n® =00, lim — =0.
n— 00 n—oo 1

Piiklad: Spocitejte limitu posloupnosti:

203+ 3n% -5
hm —_—.
n—00 ’]7,3 —n -+ 1

Reseni:

Citatel i jmenovatel jsou polynomy. Pro urceni limity vyuzijeme fakt, ze pri limité k
nekonecnu dominuji cleny s nejuydsi moeninou. Nejvyssi mocnina je v obou p¥ipadech n3.
7Z obou ¢4asti tedy vytkneme nejvyssi mocninu n? a nasledné kratime:
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Po této tpravé jiz nemuze nastat déleni nulou. Nyni pouzijeme znamé limity:

1
limae=a a lim—=0 prok€eN.
n—oo n—oo n
Tedy:
I 2n3 +3n? —5  lim, 00 2 + lim,, oo % — lim, 00 % 240—-0 2 )
1m == = = - = .
n—oo M3 —mn—+1 limy, oo 1 = limy oo 5 + limy oo 5 1=040 1



