
Posloupnosti

Posloupnost je zobrazení mnoºiny p°irozených £ísel N do mnoºiny reálných £ísel R, tedy
p°i°azuje kaºdému p°irozenému £íslu n práv¥ jedno reálné £íslo an (n-tý £len). Posloupnost
zna£íme

{an}∞n=1 := {a1, a2, a3, . . . }.

Lze ji chápat jako o£íslovaný seznam £ísel. Nap°íklad: {n}∞n=1 = {1, 2, 3, 4, . . . } nebo{
1
n

}∞
n=1

=
{
1, 1

2
, 1
3
, . . .

}
.

Vybraná posloupnost vznikne tak, ºe z p·vodní posloupnosti vynecháme n¥které
£leny, ale zachováme jejich po°adí. Nap°íklad z posloupnosti {n}∞n=1 = {1, 2, 3, 4, 5, . . . }
m·ºeme vybrat jen liché £leny: {2n− 1}∞n=1 = {1, 3, 5, . . . }.

Rozli²ujeme následující monotónní posloupnosti:

� neklesající � kaºdý dal²í £len je v¥t²í nebo roven p°edchozímu, nap°. {1, 2, 2, 3, . . . },

� rostoucí � kaºdý dal²í £len je v¥t²í neº p°edchozí, nap°. {1, 2, 3, 4, . . . },

� nerostoucí � kaºdý dal²í £len je men²í nebo roven p°edchozímu, nap°. {5, 4, 4, 3, . . . },

� klesající � kaºdý dal²í £len je men²í neº p°edchozí, nap°. {5, 4, 3, 2, . . . }.

Omezená posloupnost je taková posloupnost, jejíº v²echny £leny leºí mezi dv¥ma
reálnými £ísly m (dolní mez ) a M (horní mez ) tak, ºe pro v²echna n ∈ N platí:

m ≤ an ≤ M.

Nap°íklad posloupnost
{

1
n

}∞
n=1

=
{
1, 1

2
, 1
3
, . . .

}
je omezená, protoºe platí 0 < an ≤ 1 pro

v²echna n.

Limita posloupnosti popisuje, ke které hodnot¥ se £leny posloupnosti blíºí, kdyº n
roste do nekone£na. Pokud tato limita existuje a je to reálné £íslo, °íkáme, ºe posloupnost
an je konvergentní a zapisujeme:

lim
n→∞

an = a.

V opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe posloupnost diverguje, tj. limita neexistuje, nebo je ne-
vlastní (±∞).

Nejjednodu²²ím p°íkladem je konstantní posloupnost, nap°íklad:

{5}∞n=1 = {5, 5, 5, 5, . . . } .

Tato posloupnost má limitu 5, protoºe v²echny její £leny jsou rovny této hodnot¥ a pí²eme:

lim
n→∞

5 = 5.
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Nevlastní limity popisují skute£nost, ºe £leny posloupnosti nejsou omezené.

Pokud £leny posloupnosti rostou nad v²echny meze, °íkáme, ºe limita je ∞. Nap°íklad:

{n}∞n=1 = {1, 2, 3, 4, . . . } , lim
n→∞

n = ∞.

Pokud £leny posloupnosti klesají pod v²echny meze, °íkáme, ºe limita je −∞. Nap°íklad:

{−n}∞n=1 = {−1,−2,−3,−4, . . . } , lim
n→∞

−n = −∞.

Význa£né limity posloupností

� lim
n→∞

a = a

� lim
n→∞

1

n
= 0

� lim
n→∞

n = ∞

� lim
n→∞

qn = 0, pokud |q| < 1

� lim
n→∞

qn = ∞, pokud q > 1

� lim
n→∞

(−1)n neexistuje

� lim
n→∞

qn neexistuje, pokud q < −1

� lim
n→∞

n
√
a = 1, pro a > 0

� lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e

Pravidla pro po£ítání limit posloupností

Ov¥°ení, ºe limita neexistuje - spo£ívá v nalezení dvou vybraných posloupností s r·z-
nými limitami (d·sledek jednozna£nosti).

P°íklad: Zvaºme posloupnost {(−1)n}∞n=1 = {−1, 1,−1, 1, . . . }.

� Vybereme liché £leny: {a2k−1}∞k=1 = {(−1)2k−1}∞k=1 = {−1,−1,−1, . . . } s limitou −1.

� Vybereme sudé £leny: {a2k}∞k=1 = {(−1)2k}∞k=1 = {1, 1, 1, . . . } s limitou 1.
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Protoºe tyto dv¥ vybrané posloupnosti mají r·zné limity, limita zadané posloupnosti
neexistuje a pí²eme limn→∞(−1)n = neexistuje.

V¥ta o aritmetice limit posloupností
Nech´ {an} a {bn} jsou posloupnosti s limitami limn→∞ an = A a limn→∞ bn = B, kde
A,B ∈ R ∪ {±∞}. Pak platí (pokud jsou pravé strany de�novány):

lim
n→∞

(an + bn) = A+B,

lim
n→∞

(an · bn) = A ·B,

lim
n→∞

(an − bn) = A−B,

lim
n→∞

an
bn

=
A

B
, pokud B ̸= 0.

Nap°íklad není povoleno ∞−∞, ∞
∞ a dal²í nede�nované výrazy.

D·sledek v¥ty o aritmetice limit a základních limit:

lim
n→∞

n2 = ∞, lim
n→∞

1

n2
= 0,

a obecn¥ pro kaºdé k ∈ N platí:

lim
n→∞

nk = ∞, lim
n→∞

1

nk
= 0.

P°íklad: Spo£ítejte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

2n3 + 3n2 − 5

n3 − n+ 1
.

�e²ení:
�itatel i jmenovatel jsou polynomy. Pro ur£ení limity vyuºijeme fakt, ºe p°i limit¥ k

nekone£nu dominují £leny s nejvy²²í mocninou. Nejvy²²í mocnina je v obou p°ípadech n3.
Z obou £ástí tedy vytkneme nejvy²²í mocninu n3 a následn¥ krátíme:

lim
n→∞

2n3 + 3n2 − 5

n3 − n+ 1
= lim

n→∞

n3
(
2 + 3

n
− 5

n3

)
n3

(
1− 1

n2 +
1
n3

) = lim
n→∞

2 + 3
n
− 5

n3

1− 1
n2 +

1
n3

Po této úprav¥ jiº nem·ºe nastat d¥lení nulou. Nyní pouºijeme známé limity:

lim
n→∞

a = a a lim
n→∞

1

nk
= 0 pro k ∈ N.

Tedy:

lim
n→∞

2n3 + 3n2 − 5

n3 − n+ 1
=

limn→∞ 2 + limn→∞
3
n
− limn→∞

5
n3

limn→∞ 1− limn→∞
1
n2 + limn→∞

1
n3

=
2 + 0− 0

1− 0 + 0
=

2

1
= 2.
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