
Obsah rovinného obrazce

V této £ásti propojujeme ur£itý integrál s výpo£tem obsahu rovinných obrazc·. Budeme
pracovat s funk£ními p°edpisy ve tvaru y = f(x), kde funkce f je na daném intervalu
spojitá. Budeme °e²it t°i základní situace:

� funkce je nezáporná na intervalu,

� funkce je nekladná na intervalu,

� funkce m¥ní znaménko (£ást grafu funkce leºí nad osou x, £ást pod ní),

a dále obsah ohrani£ený grafy dvou funkcí y = f(x) a y = g(x).

Nezáporná funkce

Nejjednodu²²í situace nastává, kdyº funkce f je na intervalu [a, b] nezáporná:

f(x) ≥ 0 pro v²echna x ∈ [a, b].

Geometrický význam ur£itého integrálu. Je-li f spojitá a nezáporná na intervalu
[a, b], potom obsah obrazce ohrani£eného grafem funkce y = f(x), osou x a p°ímkami
x = a, x = b je

S =

∫ b

a

f(x) dx.

P°íklad 1. Spo£t¥me obsah obrazce ohrani£eného grafem funkce y = x2, osou x a p°ímkami
x = 0, x = 2. Funkce f(x) = x2 je na intervalu [0, 2] nezáporná, proto

S =

∫ 2

0

x2 dx =

[
x3

3

]2
0

=
8

3
.

Nekladná funkce

Pokud je funkce na intervalu nekladná, integrál vyjde nekladný, ale obsah chceme kladný.
P°edpokládejme, ºe

f(x) ≤ 0 pro v²echna x ∈ [a, b].

Potom obsah obrazce ohrani£eného grafem y = f(x), osou x a p°ímkami x = a, x = b je

S =

∫ b

a

−f(x) dx.

P°íklad 2. Spo£t¥me obsah obrazce ohrani£eného grafem funkce y = −x2, osou x a p°ím-
kami x = 0, x = 2. Funkce f(x) = −x2 je na intervalu [0, 2] záporná. Obsah je tedy

S =

∫ 2

0

−(−x2) dx =

∫ 2

0

x2 dx =

[
x3

3

]2
0

=
8

3
.
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Funkce m¥nící znaménko na intervalu

V praxi £asto nastává situace, ºe £ást grafu je nad osou x a £ást pod osou x. P°edpoklá-
dejme, ºe funkce f je spojitá na [a, b] a najdeme takové body

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

ºe na kaºdém intervalu [xk−1, xk] má funkce f stálé znaménko (anebo je nulová).

Postup:

1. Najdeme v²echna °e²ení rovnice f(x) = 0 v intervalu [a, b].

2. Nalezenými body rozd¥líme interval [a, b] na díl£í intervaly, na nichº se znaménko
nem¥ní.

3. Na kaºdém intervalu [xk−1, xk], kde f(x) ≥ 0, p°isp¥je do obsahu Sk =

∫ xk

xk−1

f(x) dx.

4. Na kaºdém intervalu [xk−1, xk], kde f(x) ≤ 0, p°isp¥je do obsahu Sk =

∫ xk

xk−1

−f(x) dx.

5. Obsah obrazce je S = S1 + S2 + · · ·+ Sn.

P°íklad 3. Spo£t¥me obsah obrazce ohrani£eného grafem funkce

y = f(x) = x2 − 1,

osou x a p°ímkami x = −2, x = 2.
1. Nejprve najdeme body, kde funkce protíná osu x:

x2 − 1 = 0 ⇔ x = ±1.

Budeme tedy postupn¥ integrovat na intervalech [−2,−1], [−1, 1], [1, 2].
2. Ur£íme znaménko funkce na jednotlivých intervalech.

� Na intervalu [−2,−1] máme f(−2) = (−2)2 − 1 = 3 > 0 ⇒ funkce je kladná.

� Na intervalu [−1, 1] máme f(0) = 02 − 1 = −1 < 0 ⇒ funkce je záporná.

� Na intervalu [1, 2] máme f(2) = 22 − 1 = 3 > 0 ⇒ funkce je kladná.

3. Vyjád°ení obsahu jako sou£tu integrál·. Obsah S je

S =

∫ −1

−2

(x2 − 1) dx +

∫ 1

−1

−(x2 − 1) dx +

∫ 2

1

(x2 − 1) dx.

4. Výpo£et. Nejprve najdeme primitivní funkci:
∫

(x2 − 1) dx
c
=

x3

3
− x.
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Dále spo£ítáme díl£í ur£ité integrály:∫ −1

−2

(x2 − 1) dx =

[
x3

3
− x

]−1

−2

=

(
−1

3
+ 1

)
−

(
−8

3
+ 2

)
=

4

3
,

∫ 1

−1

−(x2 − 1) dx =

[
−x3

3
+ x

]1
−1

=

(
−1

3
+ 1

)
−
(
1

3
− 1

)
=

4

3
,

∫ 2

1

(x2 − 1) dx =

[
x3

3
− x

]2
1

=

(
8

3
− 2

)
−
(
1

3
− 1

)
=

4

3
.

Obsah:
S =

4

3
+

4

3
+

4

3
= 4.

Obsah ohrani£ený grafy dvou (nebo více) funkcí

Typické zadání: Spo£t¥te obsah obrazce ohrani£eného k°ivkami y = f(x) a y = g(x) a

p°ímkami x = a, x = b. Nejjednodu²²í je situace, kdy na celém intervalu [a, b] platí

f(x) ≥ g(x) ⇔ f(x)− g(x) ≥ 0 ⇒ S =

∫ b

a

(
f(x)− g(x)

)
dx.

Z toho plyne, ºe výpo£et obsahu m·ºeme p°evést na p°edchozí úlohu: Spo£t¥me obsah
obrazce ohrani£eného grafem funkce y = f(x) − g(x), osou x a p°ímkami x = a, x = b.
�asto nejsou p°ímky x = a, x = b zadány a je t°eba po£ítat pr·se£íky funkcí - tedy °e²it
rovnici 0 = f(x)− g(x).
P°íklad 4. Spo£t¥me obsah obrazce mezi k°ivkami

y = x, y = x2.

1. Pr·se£íky graf·. Najdeme body, kde se jejich grafy protnou:

x = x2 ⇔ x2 − x = 0 ⇔ x(x− 1) = 0,

tedy x = 0 nebo x = 1. Budeme tedy integrovat na intervalu [0, 1].
2. Která funkce je v¥t²í? Na intervalu [0, 1] platí x ≥ x2 (nap°íklad pro x = 1

2

dostaneme 1
2
> 1

4
) a tedy x− x2 ≥ 0.

3. Sestavení a výpo£et integrálu.

S =

∫ 1

0

(
x− x2

)
dx =

[
x2

2
− x3

3

]1
0

=
1

2
− 1

3
=

1

6
.
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Obrázek 1: Graf funkce y = x2 a jejích te£en.

P°íklad 5. Spo£t¥me obsah obrazce ohrani£eného grafem funkce y = x2 a te£nami k
tomuto grafu v bodech x = 0 a x = 2.

1. Te£ny ke grafu funkce. Nejprve spo£ítáme derivaci funkce f(x) = x2:

f ′(x) = 2x.

� V bod¥ x = 0 máme f(0) = 0 a f ′(0) = 0, te£na má tedy rovnici t1 : y = 0.

� V bod¥ x = 2 máme f(2) = 4 a f ′(2) = 4, te£na má tedy rovnici t2 : y = 4x− 4.

2. Pr·se£íky hranic obrazce. Graf funkce a te£ny se protínají v zadaných bodech
x = 0 a x = 2. Te£ny t1 a t2 se protínají v bod¥ spl¬ujícím podmínku:

0 = 4x− 4 ⇒ x = 1, y = 0.

3. Výpo£et obsahu. Obrazec je tedy ohrani£en:

� grafem funkce y = x2 na intervalu [0, 2],

� te£nou t1 : y = 0 na intervalu [0, 1],

� te£nou t2 : y = 4x− 4 na intervalu [1, 2].

Funkce y = x2 je konvexní, takºe te£ny leºí pod grafem její funkce. Obsah tedy vyjád°íme
jako sou£et dvou integrál·:

S =

∫ 1

0

(
x2 − 0

)
dx +

∫ 2

1

(
x2 − (4x− 4)

)
dx =

∫ 1

0

x2 dx +

∫ 2

1

(
x2 − 4x+ 4

)
dx =

=

∫ 1

0

x2 dx +

∫ 2

1

(x− 2)2 dx =

[
x3

3

]1
0

+

[
(x− 2)3

3

]2
1

=

=
13

3
− 03

3
+

(2− 2)3

3
− (1− 2)3

3
=

1

3
− (−1)3

3
=

2

3
.
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Zobecn¥ný integrál

Dosud jsme po£ítali ur£ité integrály, kde je funkce f spojitá na uzav°eném intervalu [a, b].
V praxi ale £asto pot°ebujeme integrovat i funkce:

� na nekone£ném intervalu,

� nebo které nejsou spojité nebo de�nované v n¥kterém bod¥.

Pokud funkce není spojitá nebo de�novaná ve vnit°ním bod¥ c ∈ (a, b), vyuºijeme linearitu:∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx k p°esunu bodu c do mezí nových integrál·.

A nyní spo£ítáme zobecn¥ný integrál pomocí limity. Postup závisí na tom, kde je problém:

� Problém v horní mezi b:

∫ b

a

f(x) dx := lim
y→b−

∫ y

a

f(x) dx.

� Problém v dolní mezi a:

∫ b

a

f(x) dx := lim
y→a+

∫ b

y

f(x) dx.

� Horní mez je +∞:

∫ ∞

a

f(x) dx := lim
y→∞

∫ y

a

f(x) dx.

� Dolní mez je −∞:

∫ b

−∞
f(x) dx := lim

y→−∞

∫ b

y

f(x) dx.

Integrál existuje (konverguje), pokud p°íslu²ná limita existuje a je kone£ná.

P°íklad 6. Spo£t¥me obsah obrazce ohrani£eného grafem funkce y = x lnx, osou x a
p°ímkami x = 0, x = 1.

1. Jedná se o zobecn¥ný integrál. Funkce lnx není de�novaná v bod¥ x = 0, ale
platí (p°evedeme na podíl a aplikujeme L'Hospitala):

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

lnx

x−1

−∞
∞= lim

x→0+

x−1

−x−2
= lim

x→0+
−x = 0,

takºe funkci m·ºeme spojit¥ dode�novat nulou a máme tedy uzav°ený obrazec.
2. Sestavení integrálu. Na intervalu (0, 1) je lnx < 0, a tedy x lnx < 0.

S =

∫ 1

0

−x lnx dx = lim
y→0+

∫ 1

y

−x lnx dx.

3. Výpo£et integrálu (per partes). Spo£ítáme nejprve neur£itý integrál
∫

x lnx dx:

u = lnx, v′ = x ⇒ u′ =
1

x
, v =

x2

2
.
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Potom ∫
x lnx dx

c
=

x2

2
lnx−

∫
x2

2
· 1
x
dx =

x2

2
lnx− 1

2

∫
x dx

c
=

x2

2
lnx− x2

4
.

Nyní ∫ 1

y

x lnx dx =

[
x2

2
lnx− x2

4

]1
y

=

(
12

2
ln 1− 12

4

)
−
(
y2

2
ln y − y2

4

)
.

4. Limita pro y → 0+ (p°evedeme na podíl a aplikujeme L'Hospitala).

lim
y→0+

y2

2
ln y = lim

y→0+

ln y

2y−2

−∞
∞= lim

y→0+

y−1

−4y−3
= lim

y→0+

y2

−4
= 0, lim

y→0+

y2

4
= 0.

5. Dosazení.

S = − lim
y→0+

∫ 1

y

x lnx dx =
12

4
+ lim

y→0+

(
y2

2
ln y − y2

4

)
=

12

4
.

Zobecn¥ný integrál nám tedy umoºnil spo£ítat obsah obrazce, i kdyº funkce v bod¥ x = 0
není de�novaná.
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