Obsah rovinného obrazce

V této c¢asti propojujeme urcity integral s vypoc¢tem obsahu rovinnych obrazcii. Budeme
pracovat s funkénimi predpisy ve tvaru y = f(x), kde funkce f je na daném intervalu
spojita. Budeme ftesit tfi zakladni situace:

e funkce je nezdporné na intervalu,
e funkce je nekladné na intervalu,
e funkce méni znaménko (¢ast grafu funkce lezi nad osou x, ¢ast pod ni),

a dale obsah ohranic¢eny grafy dvou funkci y = f(z) a y = g(z).

Nezaporna funkce

Nejjednodussi situace nastava, kdyz funkce f je na intervalu [a, b] nezaporna:
f(z) >0 pro viechna x € [a,].

Geometricky vyznam urcitého integralu. Je-li f spojitd a nezadporna na intervalu
la,b], potom obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce y = f(x), osou z a pFimkami
r=a,x=>bje

S:/abf(.r)dm.

Piiklad 1. Spo¢téme obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce y = 22, osou z a p¥imkami
r =0, x = 2. Funkce f(x) = 22 je na intervalu [0, 2] nezédporn4, proto
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Nekladna funkce

Pokud je funkce na intervalu nekladné, integral vyjde nekladny, ale obsah chceme kladny.
Predpokladejme, ze
f(z) <0 pro viechna z € [a,b].

Potom obsah obrazce ohrani¢eného grafem y = f(z), osou z a pfimkami x = a, z = b je

S:/ab—f(x)dx.

Piiklad 2. Spo¢téme obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce y = —22, osou z a piim-
kami z = 0, = 2. Funkce f(x) = —2? je na intervalu [0, 2] zdporna. Obsah je tedy
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Funkce ménici znaménko na intervalu

V praxi ¢asto nastava situace, ze ¢ast grafu je nad osou x a ¢ast pod osou x. Predpokla-
dejme, ze funkce f je spojita na [a,b] a najdeme takové body

Aa=To< T <Xy < - < T, =D,

ze na kazdém intervalu [xy_q, x| ma funkce f stalé znaménko (anebo je nulova).

Postup:
1. Najdeme v8echna feSeni rovnice f(x) = 0 v intervalu [a, b].
2. Nalezenymi body rozdélime interval [a,b] na dil¢i intervaly, na nichz se znaménko
nemeéni.
Tk
3. Na kazdém intervalu [x_q, zg], kde f(z) > 0, pFisp&je do obsahu Sj = / f(x)dx.
Tp—1
T
4. Nakazdém intervalu [zg_1, zx], kde f(x) < 0, pfispéje do obsahu Sy, = / —f(z) dx.
Th-1
5. Obsah obrazce je S =51+ Sy + -+ 5,.

Piiklad 3. Spoc¢téme obsah obrazce ohraniceného grafem funkce

y=fl)=2"-1,

osou x a primkami r = —2, x = 2.
1. Nejprve najdeme body, kde funkce protina osu x:

?-1=0 < z==I1.

Budeme tedy postupné integrovat na intervalech [—2, —1], [—1,1], [1,2].
2. Uréime znaménko funkce na jednotlivych intervalech.

e Na intervalu [—2, —1] mame f(—2) = (—=2)? — 1 =3 > 0 = funkce je kladna.

e Na intervalu [—1,1] mame f(0) = 0? — 1 = —1 < 0 = funkce je zaporna.

e Na intervalu [1,2] mame f(2) =22 —1 =3 > 0 = funkce je kladnA.

3. Vyjadreni obsahu jako sou¢tu integrali. Obsah S je

S:/_l(x2—1)dx+/1—(x2—1)dx+/12(x2—1)dx.
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4. Vypocet. Nejprve najdeme primitivni funkci: /(132 —1)dr = = —z.
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Dale spocitame dil¢i urcité integraly:

[lieove[5 = (30)- (393

Obsah:

Obsah ohrani¢eny grafy dvou (nebo vice) funkci

Typické zadani: Spoctéte obsah obrazce ohraniceného kfivkami y = f(z) a y = g(z) a
primkami © = a, x = b. Nejjednodussi je situace, kdy na celém intervalu [a, b] plati

f@)2g0) & f@)-g@)z0 = S= [ (7z) - gw)ds

Z toho plyne, Ze vypocet obsahu miizeme prevést na predchozi ulohu: Spoc¢téme obsah
obrazce ohrani¢eného grafem funkce y = f(z) — g(z), osou z a pfimkami x = a, © = b.
Casto nejsou piimky x = a, x = b zadany a je tfeba pocitat prusec¢iky funkci - tedy fesit
rovnici 0 = f(z) — g(x).

Piiklad 4. Spoc¢téme obsah obrazce mezi kiivkami

y=2x, y:.CC2.

1. Priseciky grafi. Najdeme body, kde se jejich grafy protnou:

r=12" & 2*-2=0 & z(x-1)=0,
tedy = 0 nebo x = 1. Budeme tedy integrovat na intervalu [0, 1].
2. Ktera funkce je v&t3i? Na intervalu [0, 1] plati z > 22 (napiiklad pro z = %
dostaneme 1 > 1) a tedy z — 22 > 0.
3. Sestaveni a vypocet integralu.



Obrazek 1: Graf funkce y = 22 a jejich teCen.

Piiklad 5. Spoc¢téme obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce y = 2? a tecnami k
tomuto grafu v bodech x =0 a x = 2.

1. Teény ke grafu funkce. Nejprve spocitame derivaci funkce f(z) = 2%
f'(z) = 2.
e V bodé z = 0 mame f(0) =0 a f'(0) =0, tetna ma tedy rovnici ¢, : y = 0.
e V bodé x =2 mame f(2) =4 a f'(2) =4, tefna ma tedy rovnici ¢ty : y =4z — 4.

2. Priseciky hranic obrazce. Graf funkce a teény se protinaji v zadanych bodech
r=0ax=2. Tecny t; a ty se protinaji v bodé spliujicim podminku:

O0=4dr -4 = x=1, y=0.
3. Vypocet obsahu. Obrazec je tedy ohranicen:
e grafem funkce y = x? na intervalu [0, 2],
e tenou t; : y = 0 na intervalu [0, 1],
e tecnou ty : y = 4z — 4 na intervalu [1, 2].

Funkce y = 22 je konvexni, takZe tecny leZi pod grafem jeji funkce. Obsah tedy vyjad¥ime
jako soucet dvou integrali:

S:/Ol(xQ—O)dx + /12(132—(4x—4))da::/13:2d:1: + /12(x2—4:c+4)dx:

:/lede+/12(x—2 [%} [x—z)]lz
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Zobecnény integral

Dosud jsme pocitali urcité integraly, kde je funkce f spojita na uzavieném intervalu [a, ).
V praxi ale ¢asto potfebujeme integrovat i funkce:

e na nekone¢ném intervalu,
e nebo které nejsou spojité nebo definované v nékterém bodé.

Pokud funkce neni spojita nebo definovana ve vnitinim bodé ¢ € (a, b), vyuzijeme linearitu:

b c b
/ f(z)dr = / f(x)dx + / f(z)dzr k presunu bodu ¢ do mezi novych integrala.

A nyni spo¢itame zobecnény integral pomoci limity. Postup zavisi na tom, kde je problém:

Y

b
Problém v horni mezi b: / f(z)dz := lim f(z)da.

y—=b~ Jq

b b
Problém v dolni mezi a: / f(z)dx = lim / f(z)dx.
a v

y—at

o0 Y
Horni mez je +o0: / f(z)dz:= lim [ f(x)dz.

Y—00 a

b b
Dolni mez je —oc: / f(z)dzx = lim f(z)dx.

S
Y ® Jy

Integral existuje (konverguje), pokud piislusna limita existuje a je kone¢na.

Piiklad 6. Spoctéme obsah obrazce ohraniceného grafem funkce y = xlnx, osou z a
piimkami x = 0, z = 1.

1. Jednéa se o zobecnény integral. Funkce Inx neni definovana v bodé x = 0, ale
plati (pfevedeme na podil a aplikujeme L"Hospitala):

- —1
Inx ==

lim xIlnx = lim — = lim 5 = lim —x =0,
z—0t z—0t T z—0t —T™ z—0t

takze funkci muzeme spojité dodefinovat nulou a mame tedy uzavieny obrazec.
2. Sestaveni integralu. Na intervalu (0,1) je Inz < 0, a tedy zlnz < 0.

1 1
S:/ —zlnxdr = lim —zlnxdx.
0
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3. Vypocet integralu (per partes). Spo¢itame nejprve neurcity integral /x Inz dz:

u=Inz, v ==x = ==, v=-—.



Potom

. 2 2 1 2 1 . 2 2
/xlnxdx—x—lnx—/w—~—dx—x—lnx——/xdx—x—ln:z:—x—.
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/xlnxdmz{x—lnx—x—} :(_1n1__>_(y_1ny_y_).
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4. Limita pro y — 0" (pfevedeme na podil a aplikujeme L’Hospitala).

Nyni

,y2 — —1 2 2
lim = Iny = lim - = li
y—0t+ 2 y y—0t 2y_2 y—0t —4y_3 y—0+ —4 y—0+ 4

5. Dosazeni.

1 2 2 2 2
_ (Y y\ _ 1
ST, e =t (5m-7) =7

Zobecnény integral ndm tedy umoznil spocitat obsah obrazce, i kdyz funkce v bodé z = 0
neni definované.



