Zobrazeni a funkce

Uspoiadana dvojice [z, y] je dvojice prvki, kde zalezi na potadi: [x, y] # [y, x] pro x # y.

Zobrazeni mezi mnozinami A a B je mnozina uspoiradanych dvojic [z,y], kde x € A,
y € B, s vlastnosti, ze pro kazdé x € A (vzor) existuje nejvyse jedno y € B (obraz), takové,
ze [x,y] je v této mnoZiné. Formalné:

f:A—B.

Funkce jedné proménné je specialni pfipad zobrazeni, kdy

f=D(f) = R(f),

kde D(f) C R je definiéni obor (mnozina v8ech vstupnich hodnot, pro které je funkce
definovana) a R(f) € R je obor hodnot funkce (mnozina vSech hodnot, které funkce
nabyvé). Grafem funkce f nazyvame mnozinu vSech usporadanych dvojic: {[z, f(z)],z €

D(f)}-

Funkce f muZe mit na intervalu (nebo na celém defini¢nim oboru) riizné vlastnosti:

e Rostouci funkce: pro vSechna xy < x5 z D(f) plati f(z1) < f(z2).
e Klesajici funkce: pro v8echna x; < xo z D(f) plati f(z1) > f(x2).
e Neklesajici funkce: pro vSechna x1 < x5 z D(f) plati f(z1) < f(x2).
e Nerostouci funkce: pro vSechna z; < xo z D(f) plati f(z1) > f(x2).
e Monoténni funkce: funkce, ktera je bud neklesajici nebo nerostouci.

e Ryze monotonni funkce: funkce, ktera je bud klesajici nebo rostouci.

e Prosta funkce: jestlize plati f(x1) = f(x2) pravé tehdy, kdyz x; = z5. V praxi
to znamend, ze funkce nikdy nenabyvé jedné hodnoty vice nez jednou. Kazda ryze
monotonni funkee (tedy rostouci nebo klesajici) je prosté.

e Inverzni funkce: pokud je funkce prosta a jeji obor hodnot je R(f), pak existuje
inverzni funkce

fHR(f) = D(f),

ktera kazdému prvku y € R(f) pfifadi pravé jedno = € D(f) takové, ze f(z) = y.
Tedy plati nasledujici dualita mezi defini¢nim oborem a oborem hodnot:

D(f7")=R(f) a R(f') = D(f).
Déle plati vztahy:

1 (f(x)) =2 pro viechna z € D(f) = R(f™)
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f(f'(y)) =y pro viechnay € D(f') = R(f).

Grafy funkci f a f~! jsou navzajem symetrické podél osy y = .

e Omezena funkce: funkce, pro kterou existuji ¢isla m, M takova, 7e m < f(x) < M
pro vSechna z € D(f).

Suda funkce: pro vSechna x € D(f) plati f(—x) = f(z).

Licha funkce: pro v8echna = € D(f) plati f(—z) = —f(z).

Periodicka funkce: existuje ¢islo T' > 0, Ze pro vSechna x € D(f) plati (x +T) €
D(f) a f(x+T) = f(x).

Elementarni funkce a jejich defini¢ni obory

Funkce Defini¢ni obor D(f)
Konstantni f(z) =b R

Linearni f(z) = ax +b R

Kvadratickd f(x) = ax® +bx + ¢ R

Mocninna f(z) =2", n €N R

Mocninna f(z) =z", n €N R\ {0}

Exponencialni f(z) =a®, a >0, a # 1 R
Logaritmicka f(z) =log,z, a >0, a# 1| (0,00)

Sinus f(z) =sinz R
Kosinus f(z) = cosz R
_ _sinz (2k+1)7
Tangens f(z) =tgz = R\{T\kEZ}
COS T g o
Kotangens f(z) = cotgz = — R\ {km | k € Z}
sin
Arkus sinus f(z) = arcsinz [—1,1]
Arkus kosinus f(z) = arccos z [—1,1]
Arkus tangens f(x) = arctgz R
Arkus kotangens f(z) = arccotg x R

Inverzni funkce ke goniometrickym funkcim (sin, cos, tg, cotg) ozna¢ujeme bézné jako
cyklometrické funkce (arcsin, arccos, arctg, arccotg).



Inverzni funkce k elementarnim funkcim

Mnohé elementarni funkce nejsou na svém defini¢nim oboru prosté, a tedy nemaji inverzn{
funkci v celém definiénim oboru. Pokud vsak takovou funkci omezime na interval, na kterém
je ryze monoténni, pak inverzni funkce jiz existuje. Nize uvidime tabulku nejcastéjsich
inverznich funkei:

Funkce D(f) R(f) | Inverzni funkce | D(f™) | R(f™1)
sin x [—%, %} [—1,1 arcsin x (—1,1] [—%, %}
CoS T 0, 7] [—1,1] arccos T [—1,1] 0, 7]
tgx (—%, %) R arctg x R (—g, %)
cotg x (0, 7) R arccotg R (0, )
a® (a>0,a#1) R (0, 00) log, x (0, 00)
log,z (a>0,a#1)| (0,00) R a® R (0, 00)
0z +b (a#0) R R fl(x):x;b R R
2" (n liché, n € N) R R Yr = zl/m R R
z™" (nliché, n € N) | R\ {0} | R\ {0} /r=z"Y" | R\{0} | R\ {0}

Zakladni vzorce pro logaritmy a goniometrické funkce

Vzorce pro logaritmy

Necht a,b € R, a >0,a# 1,b> 0, x > 0, y > 0. Pak plati nasledujici zdkladni vztahy:

e log,1=0

e log,a=1

log, (zy) = log, x + log, y

loga (g) = loga Tr— loga Yy
Yy

log,(2") = n-log, x

log, =

log, x = (vzorec pro zménu zéakladu)

log, a



Zakladni goniometrické vztahy
Pro vSsechna x € R plati:
e sin’x + cos’x =1

e sin(—x) = —sinz  (lichost funkce sinus)

e cos(—x) =cosz (sudost funkce kosinus)

(

e sin(2x) = 2sinx cosx

o cos(2r) = cos?x — sin’x

Rovinné kiivky a zpiisoby jejich popisu

Rovinna kiivka je mnozina usporadanych dvojic [z, y|, které spliuji dany vztah.

Funkce vs. kfivka

Funkce f: D(f) — R kazdému = € D(f) pfifadi pravé jednu hodnotu y = f(z). Grafem
funkce je tedy kiivka, kterd prochazi nejvyse jednim bodem v kazdé svislé pF¥imce. Naopak
k¥ivka obecné mize mit v jedné svislé piimce vice bodu — typickym piikladem je kruznice
nebo elipsa. Proto nelze v8echny k¥ivky vyjadfit pomoci funkce.

Zakladni zptisoby popisu kiivek
Rovinné krivky lze popsat nékolika riznymi zptsoby:
1. Explicitn&: Kiivka je zaddna predpisem funkce y = f(z). Napi. parabola: y = 22

2. Implicitné&: K¥ivka je ur¢ena rovnici F'(z,y) = 0, kde F' je funkce dvou proménnych.
Napt. kruznice: 2% + 9% —r? = 0.

3. Parametricky: Souradnice bodi kiivky jsou urc¢eny pomoci parametru ¢:

x = xz(t),
y=uy(t), protel.



4. Vztahem mezi polarnimi soufadnicemi: (r, p):

r=r1(p),

kde r je vzdalenost od pocatku a ¢ je tihel, ktery svird vektor s kladnou poloosou z,
méreny kladné proti sméru hodinovych rucic¢ek v obloukové mite.

Mezi polarnimi a kartézskymi soufadnicemi plati tento vztah:

T = T COS Y,

y = rsinp,

Srovnani zpasobi popisu kfivek

e Explicitni zapis:
jednoduchy tvar, snadné derivace podle x;
mélo obecny - zahrnuje jen funkce.

e Implicitni zapis:
umoziuje popis obecnéjsich tvart (napf. kruznic, elips);
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e Parametricky zapis:
popisuje libovolnou kiivku, zachovava orientaci, vhodny pro pohybové tlohy;

vvvvvv

e Polarni zapis:
prirozeny pro kiivky s kruhovou symetrii (spiraly, rizice apod.);

vvvvvv



