
Zobrazení a funkce

Uspo°ádaná dvojice [x, y] je dvojice prvk·, kde záleºí na po°adí: [x, y] ̸= [y, x] pro x ̸= y.

Zobrazení mezi mnoºinami A a B je mnoºina uspo°ádaných dvojic [x, y], kde x ∈ A,
y ∈ B, s vlastností, ºe pro kaºdé x ∈ A (vzor) existuje nejvý²e jedno y ∈ B (obraz ), takové,
ºe [x, y] je v této mnoºin¥. Formáln¥:

f : A → B.

Funkce jedné prom¥nné je speciální p°ípad zobrazení, kdy

f : D(f) → R(f),

kde D(f) ⊆ R je de�ni£ní obor (mnoºina v²ech vstupních hodnot, pro které je funkce
de�nována) a R(f) ⊆ R je obor hodnot funkce (mnoºina v²ech hodnot, které funkce
nabývá). Grafem funkce f nazýváme mnoºinu v²ech uspo°ádaných dvojic: {[x, f(x)], x ∈
D(f)}.

Funkce f m·ºe mít na intervalu (nebo na celém de�ni£ním oboru) r·zné vlastnosti:

� Rostoucí funkce: pro v²echna x1 < x2 z D(f) platí f(x1) < f(x2).

� Klesající funkce: pro v²echna x1 < x2 z D(f) platí f(x1) > f(x2).

� Neklesající funkce: pro v²echna x1 < x2 z D(f) platí f(x1) ≤ f(x2).

� Nerostoucí funkce: pro v²echna x1 < x2 z D(f) platí f(x1) ≥ f(x2).

� Monotónní funkce: funkce, která je bu¤ neklesající nebo nerostoucí.

� Ryze monotónní funkce: funkce, která je bu¤ klesající nebo rostoucí.

� Prostá funkce: jestliºe platí f(x1) = f(x2) práv¥ tehdy, kdyº x1 = x2. V praxi
to znamená, ºe funkce nikdy nenabývá jedné hodnoty více neº jednou. Kaºdá ryze
monotónní funkce (tedy rostoucí nebo klesající) je prostá.

� Inverzní funkce: pokud je funkce prostá a její obor hodnot je R(f), pak existuje
inverzní funkce

f−1 : R(f) → D(f),

která kaºdému prvku y ∈ R(f) p°i°adí práv¥ jedno x ∈ D(f) takové, ºe f(x) = y.
Tedy platí následující dualita mezi de�ni£ním oborem a oborem hodnot:

D(f−1) = R(f) a R(f−1) = D(f).

Dále platí vztahy:

f−1(f(x)) = x pro v²echna x ∈ D(f) = R(f−1)
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a
f(f−1(y)) = y pro v²echna y ∈ D(f−1) = R(f).

Grafy funkcí f a f−1 jsou navzájem symetrické podél osy y = x.

� Omezená funkce: funkce, pro kterou existují £ísla m,M taková, ºe m ≤ f(x) ≤ M
pro v²echna x ∈ D(f).

� Sudá funkce: pro v²echna x ∈ D(f) platí f(−x) = f(x).

� Lichá funkce: pro v²echna x ∈ D(f) platí f(−x) = −f(x).

� Periodická funkce: existuje £íslo T > 0, ºe pro v²echna x ∈ D(f) platí (x + T ) ∈
D(f) a f(x+ T ) = f(x).

Elementární funkce a jejich de�ni£ní obory

Funkce De�ni£ní obor D(f)

Konstantní f(x) = b R
Lineární f(x) = ax+ b R
Kvadratická f(x) = ax2 + bx+ c R
Mocninná f(x) = xn, n ∈ N R
Mocninná f(x) = x−n, n ∈ N R \ {0}
Exponenciální f(x) = ax, a > 0, a ̸= 1 R
Logaritmická f(x) = loga x, a > 0, a ̸= 1 (0,∞)

Sinus f(x) = sinx R
Kosinus f(x) = cos x R

Tangens f(x) = tg x =
sinx

cosx
R \

{
(2k+1)π

2
| k ∈ Z

}
Kotangens f(x) = cotg x =

cosx

sinx
R \ {kπ | k ∈ Z}

Arkus sinus f(x) = arcsin x [−1, 1]

Arkus kosinus f(x) = arccos x [−1, 1]

Arkus tangens f(x) = arctg x R
Arkus kotangens f(x) = arccotg x R

Inverzní funkce ke goniometrickým funkcím (sin, cos, tg, cotg) ozna£ujeme b¥ºn¥ jako
cyklometrické funkce (arcsin, arccos, arctg, arccotg).
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Inverzní funkce k elementárním funkcím

Mnohé elementární funkce nejsou na svém de�ni£ním oboru prosté, a tedy nemají inverzní
funkci v celém de�ni£ním oboru. Pokud v²ak takovou funkci omezíme na interval, na kterém
je ryze monotónní, pak inverzní funkce jiº existuje. Níºe uvádíme tabulku nej£ast¥j²ích
inverzních funkcí:

Funkce D(f) R(f) Inverzní funkce D(f−1) R(f−1)

sinx
[
−π

2
, π
2

]
[−1, 1] arcsinx [−1, 1]

[
−π

2
, π
2

]
cosx [0, π] [−1, 1] arccosx [−1, 1] [0, π]

tg x
(
−π

2
, π
2

)
R arctg x R

(
−π

2
, π
2

)
cotg x (0, π) R arccotg x R (0, π)

ax (a > 0, a ̸= 1) R (0,∞) loga x (0,∞) R
loga x (a > 0, a ̸= 1) (0,∞) R ax R (0,∞)

ax+ b (a ̸= 0) R R f−1(x) =
x− b

a
R R

xn (n liché, n ∈ N) R R n
√
x = x1/n R R

x−n (n liché, n ∈ N) R \ {0} R \ {0} −n
√
x = x−1/n R \ {0} R \ {0}

Základní vzorce pro logaritmy a goniometrické funkce

Vzorce pro logaritmy

Nech´ a, b ∈ R, a > 0, a ̸= 1, b > 0, x > 0, y > 0. Pak platí následující základní vztahy:

� loga 1 = 0

� loga a = 1

� loga(xy) = loga x+ loga y

� loga

(
x

y

)
= loga x− loga y

� loga(x
n) = n · loga x

� loga x =
logb x

logb a
(vzorec pro zm¥nu základu)

3



Základní goniometrické vztahy

Pro v²echna x ∈ R platí:

� sin2 x+ cos2 x = 1

� sin(−x) = − sinx (lichost funkce sinus)

� cos(−x) = cos x (sudost funkce kosinus)

� sin(2x) = 2 sinx cosx

� cos(2x) = cos2 x− sin2 x

Rovinné k°ivky a zp·soby jejich popisu

Rovinná k°ivka je mnoºina uspo°ádaných dvojic [x, y], které spl¬ují daný vztah.

Funkce vs. k°ivka

Funkce f : D(f) → R kaºdému x ∈ D(f) p°i°adí práv¥ jednu hodnotu y = f(x). Grafem
funkce je tedy k°ivka, která prochází nejvý²e jedním bodem v kaºdé svislé p°ímce. Naopak
k°ivka obecn¥ m·ºe mít v jedné svislé p°ímce více bod· � typickým p°íkladem je kruºnice
nebo elipsa. Proto nelze v²echny k°ivky vyjád°it pomocí funkce.

Základní zp·soby popisu k°ivek

Rovinné k°ivky lze popsat n¥kolika r·znými zp·soby:

1. Explicitn¥: K°ivka je zadána p°edpisem funkce y = f(x). Nap°. parabola: y = x2.

2. Implicitn¥: K°ivka je ur£ena rovnicí F (x, y) = 0, kde F je funkce dvou prom¥nných.
Nap°. kruºnice: x2 + y2 − r2 = 0.

3. Parametricky: Sou°adnice bod· k°ivky jsou ur£eny pomocí parametru t:

x = x(t),

y = y(t), pro t ∈ I.
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4. Vztahem mezi polárními sou°adnicemi: (r, φ):

r = r(φ),

kde r je vzdálenost od po£átku a φ je úhel, který svírá vektor s kladnou poloosou x,
m¥°ený kladn¥ proti sm¥ru hodinových ru£i£ek v obloukové mí°e.

Mezi polárními a kartézskými sou°adnicemi platí tento vztah:

x = r cosφ,

y = r sinφ,

Srovnání zp·sob· popisu k°ivek

� Explicitní zápis:

jednoduchý tvar, snadná derivace podle x;
málo obecný - zahrnuje jen funkce.

� Implicitní zápis:

umoº¬uje popis obecn¥j²ích tvar· (nap°. kruºnic, elips);
sloºit¥j²í na práci (nap°. implicitní derivace).

� Parametrický zápis:

popisuje libovolnou k°ivku, zachovává orientaci, vhodný pro pohybové úlohy;
mén¥ názorný, obtíºn¥j²í zp¥tné p°evedení na jiný zápis.

� Polární zápis:

p°irozený pro k°ivky s kruhovou symetrií (spirály, r·ºice apod.);
sloºit¥j²í analyticky (nap°. výpo£ty derivací nebo délek k°ivek).
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