Derivace

Derivace funkce predstavuje smérnici teény ke grafu funkce v daném bodeé. Tecna je
primka, kterd se v daném bodé dotyka grafu funkce a ptiblizné ho kopiruje v jeho okoli.

Smeérnice secny a definice derivace
Smérnice seény prochazejici body [z, f(z)] a [x + h, f(x + h)] je ddna vztahem:

flx+h)—flx)  [flet+h)—flz)
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Pokud h — 0, secna se muze zménit na te¢nu. Jestlize existuje konecna limita:
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nazyvame ji derivaci funkce f v bodé z a znacime ji f'(z).
Smeérnice piimky
Uvazujme funkci f(z) = 2z + 1 a spoc¢itame jeji derivaci podle definice:

, . flx+h)— f(x) . 2+ h)+1-(2z+1) . 2h
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Funkce f(z) = 2z+1 ma tedy ve vSech bodech stejnou derivaci f'(z) = 2, coz odpovida
smérnici jeji te¢ny. P¥imka je totiZ zaroven i svou vlastni te¢nou.

Jednostranné derivace

Stejné jako pocitdme jednostranné limity, poc¢itame i jednostranné derivace:

h) —
e Derivace zprava v bodé z: f! (z¢) = hli%l+ f(xo + })L f(wo)'
—
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e Derivace zleva v bodé zq: [’ (zg) = hli%l f(o + f)z f(xo)‘
o

Funkce ma v bodé zy derivaci, pravé kdyz jednostranné derivace existuji a jsou si rovny:
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Definiénim oborem funkce f’ je mnoZina vSech bodi, v nichz ma funkce f vlastni (ko-
ne¢nou) derivaci. Druha derivace funkce f je derivace funkce f" a znaéi se f”(z). Druha
derivace vyjadiuje, jak se méni smérnice tecny, tedy jak se méni tempo ristu funkce.
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Spojita funkce bez derivace v bodé 0: f(z) = |z| = { T2

Spocitame jednostranné derivace v bodé z = 0:
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f2(0) = lim h oo- h oo- h oo h
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Jednostranné derivace jsou riizné, takze derivace v bodé 0 neexistuje, prestoze je tam funkce
spojita. Graf ma totiz v tomto bodé ostry zlom.

Zakladni vzorce

o (z") =na"!' x>0, neR,

o (z") =nz"', (¢)=0 proxeR, neN,
o (z") =na"!' x+#0, ncelé zaporné,
e (a°) =a"lna, (') =¢€" proa>0, xR,
/ 1 / 1
o (log,z) = , (Inz))== proa>0,a#1, z>0,
rlna T
e (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz proz € R,
2k +1
o (tgz) = prow#u, ke,
cos? 2
, 1
o (cotgx) = ———— proz #km, k€,
sin” x
e (arcsinz) = ! (arccosz)" = ! ro |z| <1
V1—a?’ V1 — 2 P ’
o (arctgz) = (arccotgz) = — pro x € R.

14 a2 1+ 22

arcsinz a arccosx jsou definovany na [—1, 1], ale jejich derivace jen na (—1,1).



Pravidla pro derivovani

Ve vSech nésledujicich pravidlech predpokladame, 7Ze funkce f a g maji vlastni derivaci v
bodé x. U slozené funkce musi mit vnéjsi funkce f vlastni derivaci v bodé g(z).

e Derivace souctu: (f(z) + g(z)) = f'(z) + ¢'(2)
e Derivace rozdilu: (f(z) — g(z)) = f'(z) — ¢'(x)

e Derivace soucinu: (f(z)g(x)) = f'(x) g(z) + f(z) ¢'(z)

Derivace podilu: ( )
e Derivace slozené funkce: (f(g(x))) = f'(g9(x)) ¢'(x)

Piiklad 1: Derivujte funkci

f(z) = /3 sin$($)

1. ¢len: Derivace sou¢inu z+/x

(z* +1)

(xﬁ)':x(ﬂ)/+x’\/_—x—+\/_— —i—\/_—\/— \/_Zy pro x > 0.

N 2

sin(x)

2. ¢len: Derivace podilu

(sin(x))’ _ a(sin(z)) —sin(z)a’ _ xcos(x) — sin(z)

T

3. ¢len: Derivace slozené funkce In(x? + 1)

1 2x
2 r_ —
(In(z* 4+ 1)) = x2+12x— o prox € R
Sec¢teme dil¢i derivace a udélame prinik podminek:
3\/_ x cos(x) — sin(x) 2
/
fi(x) = 5 e +:1:2+1 pro x > 0



Priiklad 2: Derivujte funkci

T

f(z) A (\/ﬁ)

- tgx

1. ¢len: Derivace podilu, v ¢itateli je soudin:

vt _ (o) tge —aetliga) _ et Dtgr—aegly ok
tgx (tgx)? (tgx)? 2

2. ¢len: Derivace trojnasobné slozené funkce In (\/1 + 1:2) . Postupné derivujeme nejprve
logaritmus, pak odmocninu a nakonec polynom:
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Sec¢teme dil¢i derivace a udélame prinik podminek:
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Odvozeni derivace funkce g(z)"®

Jestlize g(x) > 0 a g a h maji vlastni derivaci v bodé z, pak plati:

f’(x) _ (g(x)h(”:))/ _ (eh(z) lng(z))/ — oh(@)ng(z) (h’(m) lng(l‘) + h(@i((;;))) =

— g(a)"@ (h/(a:) Ing(z) + h(x)i((;v)) ) .

Piiklad 3: Derivujte funkci f(z) = 2" pro z > 0:

1
fl(z) = (%) = (exh“‘)/ — grhne (lnx + x—) =2"(Inz+1) proz>0.
x

Diferencial funkce

Ma-li funkce y = f(x) vlastni derivaci v bodé z, pak jeji diferencial je dy = f'(z)dz,
kde dz je malad zména argumentu. Diferenciél ptiblizné vyjadiuje zménu funkéni hodnoty.
Piirdstek tedy mizeme odhadnout takto:

Af(z,dz) = f(x +dz) — f(x) = dy = f'(z) dx.



Ptiblizny vypocéet odmocniny
Spoctéme priblizné /4,1 pomoci diferencialu. Tedy f(z) = /z, x = 4, dz = 0,1 a dosta-

neme piiblizny vysledek:

1
VAlaVi+dy =2+ f(4)de =24+ ——=0,1 = 2+ 0,025 = 2,025.

2v/4

Presna hodnota je priblizné 2,024846, takze nas vysledek je velmi blizko.



