
Derivace

Derivace funkce p°edstavuje sm¥rnici te£ny ke grafu funkce v daném bod¥. Te£na je
p°ímka, která se v daném bod¥ dotýká grafu funkce a p°ibliºn¥ ho kopíruje v jeho okolí.

Sm¥rnice se£ny a de�nice derivace

Sm¥rnice se£ny procházející body [x, f(x)] a [x+ h, f(x+ h)] je dána vztahem:

f(x+ h)− f(x)

(x+ h)− x
=

f(x+ h)− f(x)

h

Pokud h → 0, se£na se m·ºe zm¥nit na te£nu. Jestliºe existuje kone£ná limita:

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

nazýváme ji derivací funkce f v bod¥ x a zna£íme ji f ′(x).

Sm¥rnice p°ímky

Uvaºujme funkci f(x) = 2x+ 1 a spo£ítáme její derivaci podle de�nice:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

2(x+ h) + 1− (2x+ 1)

h
= lim

h→0

2h

h
= 2

Funkce f(x) = 2x+1 má tedy ve v²ech bodech stejnou derivaci f ′(x) = 2, coº odpovídá
sm¥rnici její te£ny. P°ímka je totiº zárove¬ i svou vlastní te£nou.

Jednostranné derivace

Stejn¥ jako po£ítáme jednostranné limity, po£ítáme i jednostranné derivace:

� Derivace zprava v bod¥ x0: f
′
+(x0) = lim

h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

� Derivace zleva v bod¥ x0: f
′
−(x0) = lim

h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Funkce má v bod¥ x0 derivaci, práv¥ kdyº jednostranné derivace existují a jsou si rovny:

f ′(x0) = A ⇔ f ′
+(x0) = f ′

−(x0) = A

De�ni£ním oborem funkce f ′ je mnoºina v²ech bod·, v nichº má funkce f vlastní (ko-
ne£nou) derivaci. Druhá derivace funkce f je derivace funkce f ′ a zna£í se f ′′(x). Druhá
derivace vyjad°uje, jak se m¥ní sm¥rnice te£ny, tedy jak se m¥ní tempo r·stu funkce.
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Spojitá funkce bez derivace v bod¥ 0: f(x) = |x| =

{
−x, x < 0

x, x ≥ 0

Spo£ítáme jednostranné derivace v bod¥ x = 0:

f ′
−(0) = lim

h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0−

−h− 0

h
= lim

h→0−

−h

h
= −1

f ′
+(0) = lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0+

h− 0

h
= lim

h→0+

h

h
= 1

Jednostranné derivace jsou r·zné, takºe derivace v bod¥ 0 neexistuje, p°estoºe je tam funkce
spojitá. Graf má totiº v tomto bod¥ ostrý zlom.

Základní vzorce

� (xn)′ = nxn−1 x > 0, n ∈ R,

� (xn)′ = nxn−1, (c)′ = 0 pro x ∈ R, n ∈ N,

� (xn)′ = nxn−1 x ̸= 0, n celé záporné,

� (ax)′ = ax ln a, (ex)′ = ex pro a > 0, x ∈ R,

� (loga x)
′ =

1

x ln a
, (lnx)′ =

1

x
pro a > 0, a ̸= 1, x > 0,

� (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx pro x ∈ R,

� (tg x)′ =
1

cos2 x
pro x ̸= (2k + 1)π

2
, k ∈ Z,

� (cotg x)′ = − 1

sin2 x
pro x ̸= kπ, k ∈ Z,

� (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, (arccosx)′ = − 1√

1− x2
pro |x| < 1,

� (arctg x)′ =
1

1 + x2
, (arccotg x)′ = − 1

1 + x2
pro x ∈ R.

arcsinx a arccosx jsou de�novány na [−1, 1], ale jejich derivace jen na (−1, 1).
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Pravidla pro derivování

Ve v²ech následujících pravidlech p°edpokládáme, ºe funkce f a g mají vlastní derivaci v
bod¥ x. U sloºené funkce musí mít vn¥j²í funkce f vlastní derivaci v bod¥ g(x).

� Derivace sou£tu: (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

� Derivace rozdílu: (f(x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x)

� Derivace sou£inu: (f(x) g(x))′ = f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)

� Derivace podílu:

(
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

(g(x))2
, pokud g(x) ̸= 0

� Derivace sloºené funkce:
(
f(g(x))

)′
= f ′(g(x)) g′(x)

P°íklad 1: Derivujte funkci

f(x) = x
√
x+

sin(x)

x
+ ln(x2 + 1)

1. £len: Derivace sou£inu x
√
x

(x
√
x)′ = x

(√
x
)′
+ x′√x = x

1

2
√
x
+
√
x =

x

2
√
x
+
√
x =

√
x

2
+
√
x =

3
√
x

2
pro x > 0.

2. £len: Derivace podílu
sin(x)

x(
sin(x)

x

)′

=
x(sin(x))′ − sin(x)x′

x2
=

x cos(x)− sin(x)

x2
pro x ̸= 0.

3. £len: Derivace sloºené funkce ln(x2 + 1)(
ln(x2 + 1)

)′
=

1

x2 + 1
2x =

2x

x2 + 1
pro x ∈ R

Se£teme díl£í derivace a ud¥láme pr·nik podmínek:

f ′(x) =
3
√
x

2
+

x cos(x)− sin(x)

x2
+

2x

x2 + 1
pro x > 0.
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P°íklad 2: Derivujte funkci

f(x) =
xex

tg x
+ ln

(√
1 + x2

)
1. £len: Derivace podílu, v £itateli je sou£in:(

xex

tg x

)′

=
(xex)′ tg x− xex(tg x)′

(tg x)2
=

ex(x+ 1) tg x− xex 1
cos2 x

(tg x)2
pro x /∈

{
kπ

2
| k ∈ Z

}
2. £len: Derivace trojnásobn¥ sloºené funkce ln

(√
1 + x2

)
. Postupn¥ derivujeme nejprve

logaritmus, pak odmocninu a nakonec polynom:

(
ln
(√

1 + x2
))′

=

(√
1 + x2

)′
√
1 + x2

=
1√

1 + x2

(1 + x2)′

2
√
1 + x2

=
2x

2(1 + x2)
=

x

1 + x2
pro x ∈ R

Se£teme díl£í derivace a ud¥láme pr·nik podmínek:

f ′(x) =
ex(x+ 1) tg x− xex 1

cos2 x

(tg x)2
+

x

1 + x2
pro x /∈

{
kπ

2
| k ∈ Z

}
.

Odvození derivace funkce g(x)h(x)

Jestliºe g(x) > 0 a g a h mají vlastní derivaci v bod¥ x, pak platí:

f ′(x) =
(
g(x)h(x)

)′
=

(
eh(x) ln g(x)

)′
= eh(x) ln g(x)

(
h′(x) ln g(x) + h(x)

g′(x)

g(x)

)
=

= g(x)h(x)
(
h′(x) ln g(x) + h(x)

g′(x)

g(x)

)
.

P°íklad 3: Derivujte funkci f(x) = xx pro x > 0 :

f ′(x) = (xx)′ =
(
ex lnx

)′
= ex lnx

(
lnx+ x

1

x

)
= xx (lnx+ 1) pro x > 0.

Diferenciál funkce

Má-li funkce y = f(x) vlastní derivaci v bod¥ x, pak její diferenciál je dy = f ′(x) dx,
kde dx je malá zm¥na argumentu. Diferenciál p°ibliºn¥ vyjad°uje zm¥nu funk£ní hodnoty.
P°ír·stek tedy m·ºeme odhadnout takto:

∆f(x, dx) = f(x+ dx)− f(x) ≈ dy = f ′(x) dx.
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P°ibliºný výpo£et odmocniny

Spo£t¥me p°ibliºn¥
√
4,1 pomocí diferenciálu. Tedy f(x) =

√
x, x = 4, dx = 0,1 a dosta-

neme p°ibliºný výsledek:√
4,1 ≈

√
4 + dy = 2 + f ′(4) dx = 2 +

1

2
√
4
0,1 = 2 + 0,025 = 2,025.

P°esná hodnota je p°ibliºn¥ 2,024846, takºe ná² výsledek je velmi blízko.
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