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1. Zobrazeni

Definice 1: Zobrazeni f z mnoziny M do mnoziny N je piedpis, ktery kazdému prvku
m € M (vzor) pritazuje nejvyse jeden prvek z mnoziny N. Je-li prvku m € M prifazen
prvek n € N, nazyvame n obrazem prvku m pri zobrazeni [ a piseme n = f(m). Vztah
mezi mnozinami vzoru a pripadnych obrazu zachycujeme zapisem f: M — N.

Definice 2: Je-li [ zobrazenim z mnoziny M do mmoziny N, nazveme definicénim
oborem zobrazeni f takovou podmmnozinu D(f) mnoziny M, ze pro kazdé d € D(f)
existuje jeho obraz f(d) € N, a pro ty prvky mmnoziny M. které nendlezeji D(f), obraz
neexistuje.

Nekdy je cilovd mnozina A zbytecne sirokd a ukazuje se, ze obrazy lezi jenom v nejaké
jeji casti. I mnozina vSech dosazitelnych obrazu muze byt pii rozboru zobrazeni dulezitd:

Definice 3: Je-li f zobrazenim z mnoziny M do mnoziny N, nazveme oborem hodnot
zobrazeni f mnozinu W(f) vsech tech prvka mnoziny A, ze pro kazdé w € W(f) existuje
takovy prvek m € M, ze f(m) = w.

Predpis, ktery definuje zobrazeni, je obvykle pomérné prehledny, takze nalezeni ob-
raszit byvé jednoduchou zélezitosti. Castou tilohou je ale to. ze zndme zobrazeni, zname
obraz a potrebujeme vzor, jehoz zobrazenim dany obraz vznikl. Muze se pTitom stat, ze
se vice ruznych vzoru zobrazi do téhoz obrazu: je napiiklad 54+2=7=3+4

Definice 4: Je-li f zobrazenim z mnoziny M do mnoziny N, nazveme vzorem proku n
mnozinu f(=Y(n) véech téch prvku mnoziny M, Ze pro kazdé m € £~V (n) je f(m) =n.

Obor hodnot zobrazenfi se tedy dd popsat jako mnozina vSech prvku cilové mnoziny N,
jejichz vzor je neprazdny.

Definice 5: Zobrazeni f z mnoziny M do mnoziny N nazveme prostym zobrazenim,
pokud pro kazdé dva ruzmé prvky m; # ms z definicniho oboru zobrazeni f je f(m;y) #
flms).

Definice 6: Je-li zobrazeni f z mnoziny M do mnoziny N prosté, pak zobrazeni, které
kazdému prvku w € W (f) pritazuje ten prvek m € M, pro ktery w = f(m), nazveme
zobrazenim inverznim k f. Znacime ho symbolem f~! a piseme m ="' (w).

Rozmyslete si, ze plat nasledujic tvrzeni:

Lojeli f: M= N je f71: N — M (pokd existuje),
2. D(f~1) = W(f).

3. W(f~) = D(f),

Mame mnoziny K, M, N a néjakd zobrazeni g : K — M, f: M — N. K prvku k €
D(g) C K existuje jeho obraz m = g(k) € M, a k nému muze existovat nejvyse jeden
obraz f(m) € N. Predpis, ktery popsanym zpusobem prirazuje prvkum mnoziny K prvky
mnoziny NV, je také zobrazenim — ke kazdému prvku mkoziny K prifadime popsanou cestou
nejvyse jeden prvek mnoziny N.



Definice 7: Jsou-li g : K — M, f : M — N zobrazeni, nazveme zobrazeni h : K — N
takové, ze h(k) = f(g(k)), zobrazenim sloZenym ze zobrazeni g, f. Zapisujeme ho ve tvaru

h = f(g) nebo h= fog.

Je potieba si dat pozor na poradi zobrazeni g, f — napravo se piSe zobrazeni, které se
provadi jako prvni, dalsi zobrazeni v potadi (je mozno skladat i vetsf pocet zobrazeni nez
dve) se pridavajl postupné doleva, tiplné posledni provedené zobrazeni je ve formalnim
zapisu na prvnim misté. Toto napohled podivné potadi ale je logické, kdyz uvazime, ze
zobrazovany prvek se zapisuje tiplne doprava, a tedy prvni zobrazeni, které potka, je
skutecne prave to, které s nim v zapisu bezprostredné sousedi.

Definice 8: Zobrazenf iy : M — M, které kazdému prvku m € M pritadi znovu
tento prvek, iy (m) = m, se nazyva identické zobrazeni na M.

P1i skldddni zobrazeni hraje identické zobrazeni roli .neutrdlniho prvku®: je-li f :
M — N pakf(ip) =in(f) = f

Rozmyslete si, ze plati nasledujici tvrzeni: Je-li f: M — N prosté zobrazeni, pak
L f7Yf) = ipe).
2. f(fil) — an(f)

2. \Vektorovy prostor

Co je mozné s vektorovymi veliCinami provadét (operace)
S vektorovymi veli¢inami mizeme nakladat rliznym zptisobem. Zname

@ Skladani veli¢in stejného typu, naptiklad sil. Vysledkem je zase sila,
jejiz celkovy t&inek je stejny, jako ma soucasné plisobeni viech
skladanych sil,

@ Nasobek vektorové veli¢iny je zase veli€¢ina téhoZ typu s Umérng
zmén&nym efektem (délka pFifazené orientované Usecky je
prislusnym nasobkem plivodni délky, smér zlistava zachovany)

@ Skaldrni sou&in dvou vektorovych veli¢in je n&jaké &islo, které je
Umé&rné soucinu velikosti plvodnich vektorli a zavisi na uhlu, ktery
sviraji

@ existuje i vektorovy soucin dvou vektoril v prostoru, to je vektor,

ktery je kolmy na oba plvodni vektory a jeho velikost je rovna
velikosti plochy rovnob&Znika, jehoZ stranami jsou plvodni vektory.



Dodatkové operace a pojmy

,
|

Existuji jesté dalsi pojmy, které se k vektorovym velicinam vaz
to

. a

@ nulovy vektor, to je ,neuinny” vektor, tedy napfiklad Zadné
posunuti, nulova rychlost (klid), nulova sila (nezpiisobuje
zadné pohybové zmény), ...,

@ k danému vektoru mizZeme vytvofit opacny vektor, ktery pfi
sklddani s plvodnim vektorem anuluje jeho d&inky,

@ odecitani vektori, to je takova operace, jejiz vysledek po
sloZzeni s odecitanym vektorem da druhy z plvodnich vektort
(fyzikdIn& jde o zrudeni dopad( plisobeni odeéitaného vektoru)

Zakladni operace

Budeme-li se zabyvat néjakou vybranou vektorovou veli¢inou, tfeba
rychlosti, zjistime, Ze nékteré z dosud uvedenych pojmi se tykaji
vyhradné této veli¢iny - jsou to

@ skladani vektort,

@ ¢iselny nasobek vektoru,

@ nulovy vektor,

@ opaclny vektor a

@ odetitani vektor(.

Skladani orientovanych usecek (vektorové veli¢iny)

Pri skladani posuneme jeden vektor tak, aby byl jeho pocatek v koncovém x b/

bodé druhého vektoru. . L . - .
Souctem (sloZenim) vektorl a a N

b nazveme vektor (orientovanou

usetku) c, ktera ma potate¢ni bod - a
v podatetnim bodé& U(setky a a b

koncovy bod v koncovém bodé
usetky b’

Obrazek: Sklddani vektordi



Nasobek, nula a opa€ny vektor

k—ndsobkem orientované lsetky (vektoru) a nazveme
orientovanou tcetku d, jejiz

@ délka je |k|—nasobkem délky vektoru a,

@ smér je stejny jako smé&r vektoru a a

@ orientace je stejna jako u vektoru a p¥i k > 0 a opacna pf¥i

k < 0.

d3 = —075 5 al — 3ﬁ

Obrazek: Nasobek vektoru

Nulovy vektor je tsetka nulové délky (pojem orientace ztraci
smysl), a

vektor opacny k vektoru a je vektor, ktery ma stejnou délku a
opa&nou orientaci (obrazek snad neni potfeba)

Vlastnosti skladani (s¢itani) orientovanych tGsecek (vektort)

Skladani orientovanych (ise¢ek budeme odted nazyvat s&itanim a
budeme pro ngj pouZivat symbolu ,&", tedy nap¥iklad a & b.
@ Predeviim, soulet libovolnych dvou orientovanych tseéek

existuje a je to znovu orientovana usecka

Komutativita s¢itani orientovanych tsecek

E;’ b
U souctu vektori nezaleZi na jejich pofadi: 3 b=b F®a —\ a

Obrazek: Potadi sklddani vektori

Asociativita s€itani orientovanych usecek
’ (3ab)@c=4aa (bad)
Toto pravidlo se nazyva asociativita s¢itani vektorli a jeho

disledkem je, Ze pFi s¢itani t¥i a vice vektorll nemusime
vyznatovat, v jakém pofadi je sdruZujeme do dvojic:

(@ab)edad=asbaced.

Nulovy vektor v souctu

SloZime-li naptiklad s jakoukoliv silou nulovou (Zddnou) silu, bude
vysledny ucinek stejny jako u pivodni sily:

abo=a

pro kazdy vektor a. (Nulovy vektor zna&ime symbolem ,6".)



Opacny vektor v souctu

Opacny vektor jsme charakterizovali tak, Ze jeho slozeni
s plvodnim vektorem rusi jeho U&inky, a tedy z pohledu zavedené
terminologie musi dat nulovy vektor:

ag(—a)=o0

(vektor opatny k a znatime (—a). Opa&ny vektor jsme navic uméli
zkonstruovat ke kaZdému vektoru, tuto vlastnost si také
ponechame.

Opakované nasobeni

a—nasobek vektoru a budeme znatit zapisem a ® a, &isla, kterd
predstavuji nasobky vektorl, budeme nadale zna&it pismeny Fecké
abecedy.

Nasobky orientovanych tsecek, jsou definovany vidy a jsou to (- nasobky vektori jsou

pokaZdé zase orientované tsetky. To je prvni dilezité zjisténi. vzdy dalsi vektory)
Pro orientovanou usetku b, kterou jsme dostali jako a—nasobek

vektoru a, miazeme tedy znovu vytvofit n&jaky jeji 3—ndsobek C.

Délku orientované Usetky a ozna&ime jako |a]; pro délku usetky €

ma platit
€] = [B@b|=|8® (a®3)
= 18]-bl =8| (Ja|- &) = |8 a|- || = |(3-a)®a]
tedy
S@(a@a) =0 a)®al

V3echny orientované Usecky a, b, ¢ maji podle definice nasobku
stejny smér; pfi rozboru moznych zmén orientace pro zaporné
nasobky dojdeme k tomu, Ze posledni vztah bude platit i po
odstranéni absolutnich hodnot a velikosti vektor(:

f@(awa)=(f-a)®a

Zachovani sméru
Vlastnost, ktera zaruci, Ze nasobky orientovanych tisecek budou mit stejny smér jako ptvodni
vektory: (specialni postacujici vztah)

lwa=a

pro kaZdou orientovanou tsetku a.



Nasobek souétu vektorul

Pro orientovanou Usetku, kterou dostaneme sloZzenim dvou jinych,
muzZeme vytvorit jeji libovolny nasobek:

a@(@db)=aoc="f

VytvoFime-li a—ndsobky vektor @
ab

&:<1-®5. @zof@jl;

dostaneme sloZenim t&chto vek-

tord  znovu vektor f. Je to
disledkem vztahu, ktery se nazyva
stejnolehlost. Vysledek se da za-

psat v podobg Obrazek: Nasobek souétu vektort

a@(@eb)=a®asawb

Soucdet nasobku vektori

Nasobky orientované tsecky jsou dalsSi orientované useCky — je moZzné je skladat. Maji stejny smér

jako zdrojova tsecka a je mozné vyjadrit je jako jeji nasobek.
a®adfeb=(a+B)®a

toto pravidlo, spolu s tim predchdazejicim, tvofi dvojici
distributivnich pravidel a je moZno najit rozsdhlé analogie mezi
vlastnostmi s¢itani a nasobeni, které jsme nasli pro vektory, a
stejné pojmenovanymi operacemi pro &isla.

llustrace distributivnich pravidel

Posledni pravidlo snadno vede k vysledku, o kterém jsme uvaZovali
pfi snaze zajistit, aby nasobek vektoru zachovaval smér:

nwa = (14+41+---+1)®a =
e e
n—krat
= lpapleaqp---olea =
n—krat

= adadp---Ha
N e’
n—krat
Na zakladé tohoto vysledku miZeme orientovanou Gsetku rozdélit
na n stejnych &asti (n—tin):




Zakladni charakteristiky
K vytvareni nasobki lze uzit pouze Cisla tvorici téleso (to jsou realna cisla R, komplexni C,
racionalni 9, ale pfirozena /N° NE). Vektory potom definujeme jako mnoZinu objektt, pro které

jsou zavedené operace sc¢itani a nasobeni ¢islem z télesa 7. Ne viechny takové soubory (mnoZina,
sCitani, nasobeni) vedou na na vektory, nasobeni a scitani musi spliiovat predeslé uvedené
podminky.

Definice vektorového prostoru

Definice L1: Vektorovym prostorem nad télesem T nazveme trojici
(M, &, ®), kde M je mnoZina, jejiz prvky nazyvame vektory, & je
zobrazeni M x M — M a & je zobrazeni T x M — M. Uvedend
zobrazeni musi navic mit nasledujici vlastnosti:

@ D(g)=MxM - je zde definovano scitani
@ Pro kaZdou dvojici (a.b) e M x M jead®b=b®da - sCitani je komutativni
@ Pro kazdou trojici (a,b,c) e M x M x M je (a@b)dc= sCitani je aditivni
=ag(basc)
(A4 E);;S’:)UJE \;ektor o0 € M takovy, Ze pro kazdé a € M je _ existence nulového
B vektoru
@ Ke kazdému prvku a € M existuje prvek (—a) € M takovy,
zejead(—a)=o0 - existence opacného
vektoru
@ D(®)=T xM - je zde definovano nasobeni
_ : - nasobeni jednickou
@ Prokazdéace Mjel®a=a J
@ Pro kazdou trojici (o, 5,@) € T x T x M je - opakované nasobeni

a®(fwa)=(a-f)®a

- vztah stejnolehlosti

@ Pro kaZdou trojici (av,a.b) € T x M x M je (1. distributivni pravidlo)

a®(adb)=a®adsaxb
@ Pro kazdou trojici (o, 5,a) € T X T x M je
a®adfwa=(a+p)®a - soucet nasobki vektord
(2. distributivni pravidlo)

* pozn.: XxY znaci mnoZinu usporadanych dvojic (x, y) takovych, Ze x je prvkem X a y je prvkem Y
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Vyse uvedené body jsou axiomy a daji se z nich odvodit tyto vysledky:
@ Nulovy vektor je jediny
Kdyby existovay dva nulové vektory o1, 02, pak by z jejich
nulovosti vyplyvalo

0] =01 0> =07,

musely by tedy byt stejné.
@ K Zidnému vektoru a neexistuje ,individudIni” nulovy vektor

0, odlidny od univerzalnitho nulového vektoru o takovy, aby
o,Fa=a.

Kdyby takovy vektor existoval, pak miZeme vyuZit existence
opatného vektoru (—a) a dosli bychom k

0, = 0do0, = ((—a)@a)d®o, = (—a)B(ado,) = (—a)ba=o0

@ Pro kazdy vektor a je 0@ a = o.

Zavérecné poznamky

Jako vektorovy prostor se nékdy oznaluje i samotna mnozina
vektort. Byvd to hlavné kvali zkraceni formulaci (pro vektorovy
prostor V = (M, &, ®) vynechdme popis prostoru jako trojice a
piseme, Ze vektor a € V). Vétsinou je ale takovy zapis i pres svoji
nedlslednost ptijatelny

Priklady vektorovych prostorti

Geometrické vektory

MnoZiny orientovanych usecek na pfimce, v roviné nebo v prostoru se s¢itanim a nasobenim.

Aritmetické vektory

Definujeme zde operace scitani a nasobeni Cislem tak, Ze

Vytvoreny vektorovy prostor se zna&i symbolem 7", tedy naptiklad
R", a vektory z t&chto prostor( se nazyvaji aritmetické vektory.
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Mnoho¢leny

Mnohocleny s omezenym stupném

Jako mnohocleny (nebo polynomy) jedné proménné definujeme
zobrazeni (funkce), které kazdému x p¥ifazuji hodnotu

P(x) = anx" + ap_1x" !

n
tootaxta =Y ax’
k=0
Cisla a; nazyvame keoficienty mnohotlenu, nejvyssi hodnotu k, pro
kterou je ax # 0, oznalujeme jako stuperi mnohotlenu. Vezmeme-li
mnoZinu P, kterd obsahuje viechny mnohotleny (jedné
prom&nné) stupn& nejvySe n s koeficienty z télesa T, tvo¥i tato
mnoZina spolu s operacemi zavedenymi tak, Ze
@ pro P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ dax+aga
Q(x) = bnx" + bp_1x" L+ - 4+ bix + by je
(P Q)(x) =
(an+ bp)x" 4+ (ap_1 + by 1)x" L+ 4 (ay + by)x + (ap + bo)
2 (aPVo) — (na Mt (n.g. x1 e (.ot a3)

Mnohocleny bez omezeni stupné

Tak, jak jsme mnohoéleny definovali, neni nutné, aby byly jejich
stupn& né&jak omezené. Na druhou stranu, kazdy konkrétni
mnoho&len ma kone¢ny stupefi. (Trochu to souvisi s nekone&nostf
mnoziny p¥irozenych &isel.) Vezmeme-li dva (libovolné)
mnohoéleny, miZeme v&tsi z jejich stupnll oznalit tfeba n, a oba
mnohoéleny pak budou naleZzet do mnoZiny Pz a miZeme
definovat jehjich soulet (a pochopiteln& i ndsobek kaZdého z nich)
stejné jako v prostoru indukovaném mnoZinou Ps.

Mnohoc€leny dvou proménnych

Mnohoéleny Ize definovat i pro vice prom&nnych. Pracujeme-li
napfiklad se dvéma parametry x, vy, miZeme zavést mnohoclen
dvou promé&nnych x, y jako zobrazeni, které kazdé dvojici &isel
(x,y) ptifadi &islo

POy) =) v

j=1 k=1

Stupném takového mnohodlenu pak nazveme nejvysi hodnotu
souctu j + k, pro kterou existuje nenulové a; . Pokud zavedeme
s¢itani mnohotlend a jejich nasobeni &islem obdobné jako u
mnohoélenl jedné promé&nné, dostaneme znovu vektorovy prostor

mnohoclent dvou promé&nnych stupné nejvyse s, nebo

mnohoélent dvou proménnych (bez omezeni stupné)
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Linearni mnohoc€leny vice proménnych
Specidlnim pfipadem mnohotlent vice proménnych jsou
mnoho&leny stupné& nejvyse 1, nazyvané také linedrni funkce vice
proménnych

n
L(x1, %o, ..., xn):alxa—o—azx2+---+anxn—0—ao:ao+ZaJ->g
j=1
S¢itani alinearnich funkei a jejich nasobeni ¢islem miZzeme znovu
zavést , pFirozenym zplsobem*
@ pro L(xy,Xa,...,Xy) = a1Xxy + axXa + -+ + apXx, + ap a

(Ld M)(xy, x2,. .., Xp) ==

(a1 + b1)x1 + (a2 + b2)xa2 + - - - + (an + bn)xn + (a0 + bo)
@ (@ L)(x1,x2,...,%y) =

(a-a1)x1 + (- a2)xo + -+ + (- ap)xn + (- ag)

Funkéni prostor

Pojem funkce jste v matematice asi uz slySeli, na tomto misté asi
budou stagit intuitivni p¥edstavy. Je to zobrazenl f z mnoZiny &isel

s

do mnoZiny isel a bézné se zavadi s¢itani funkei £, g jako

(f D g)(x) = f(x)+ g(x)

pro v3echna x, ktera jsou v pruniku defini¢nich oborti obou funkci
(jinak neni soutet definovan), a ndsobek

(@ ®f)(x) = a- f(x)

pro viechna x € D(f)MnoZina viech funkei s hodnotami v télese T
se spole€nym defini¢nim oborem tvofi vektorovy prostornad
télesem T (mUZete si znovu ovéfit, Ze plati axiomy).

Omezena funkce — je to takova (redlna) funkce f, Ze existuje ¢islo c; takové, ze |f(x)|< c; pro

vSechna x z defini¢niho oboru

Rovnice

p PF. Prostori rovnic:
prostor linearnich rovnic,

f(x)=b prostor rovnic stupné

nejvyse n, prostor

linearnich rovnic o n

neznamych

Pod rovnici zpravidla rozumime ulohu najit vzor néjakého prvku
pFi daném zobrazeni f

Tvofi-li moZné funkce na levé stran& tohoto vztahu n&jaky
vektorovy prostor s ,pFirozenym" s&itanim a nasobenim (napfiklad
tedy mnoho&leny nebo omezené funkce), miiZzeme zavést i s¢itanim
rovnic a nasobeni rovnice &islem:
@ pro rovnice R: f(x)=aa$S: g(x)=>bje
(R® S) =rovnice f(x)& g(x) =a+b
@ (a0 ® R)(x) = rovnice e @ f(x) = - a

Rovnice s takto zavedenymi operacemi tvoFi opé&t vektorovy prostor
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3. Linearni kombinace vektori

Definice
. - " . - vytvoreni dané linearni
Definice L2.2: Jsou-li ay, a3, ..., a, vektory ve vektorovém K yb'  nésobeni
prostoru V = (M., @, ®) nad télesem T a aq, az, ..., ap Eisla z ombinace pomoci hasobent

vektord Cislem a scitani
vektora

t&lesa 7, nazvene vektor
b=v@admeasd - da,®a,

linedrni kombinaci vektor(i ay, a,, ..., a, s koeficienty «vy, as, ...,
an.

Zkraceny zapis:
n

5269(11'@5}.

j=1

Linearni obal mnoziny

Lin. obal = mnoZina tvorena soucty a nasobky (linearnimi kombinacemi) jistych konkrétné
specifikovanych vektort, prvkl vektorového prostoru

Definice L2.3: Je-li V = (M, @, ®) vektorovy prostor nad

télesem 7 a A = {a;j,a, ..., ap(....)} mnoZina vektorii z M,

nazveme mnoZinu viech moZnych linedrnich kombinaci vektorl a;

linedrnim obalem mnoZiny A. (znatime span(A) )
Zaveér: Ze dvou riznobéznych orientovanych tsecek v roviné se daji vytvorit pomoci jejich
linearnich kombinaci vSechny orientované tiseCky — lze zkonstruovat celou ptivodni mnoZinu ve
vektorovém prostoru (napr. 2D rovina)
Zmény v lin. mnoZiné vektora které zachovaji lin. obal jsou scitani vektorti a ndsobeni ¢islem

Vlastnosti linearniho obalu

Véta L2.1: Je-li V = (M, &, ®) vektorovy prostor nad t&lesem T
aA={aja..., ap(,...)} mnoZina vektorii z M, pak trojice
(span(A), &, ®) je podprostorem ve V

K dlkazu sta&i ovéfit, Ze soulet vektorii z linedrniho obalu
mnoZiny je zase v ném a nasobek linedrni kombinace n&jakych
vektoril je zase linearni kombinaci tychZ vektorf.

Podprostor

Definice L2.1: Je-li V = (M, &, ®) vektorovy prostor nad
t&lesem T a mnoZina N C M takovd, Ze (* < = je podmnozZinou)

@& NxN = Na

o ®: TxN—=N,
nazveme U = (N, @, ®) podprostorem vektorového prostoru V.
Zapisujeme to ve tvaru U C V.

(Ciselné t&leso je automaticky spoleéné)
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Priklady podprostoru

Geometrické vektory, Mnohocleny, Specidlni vybér n-tic (napf. R?), Podprostory funkci

Zmeény linearnich rovnic, které zachovaji linearni obal

1. Pokud zménime jeden vektor jeho vynasobenim nenulovym ¢islem f3, pak jsou si linedrni
obaly ptivodni mnozZiny i mnoZiny s pozménénym vektorem rovny

2. Pokud néjaky vektor z ptivodni mnozZiny nahradime jeho souctem s f3 nasobkem néjakého
jiného vektoru, pak jsou si linearni obaly ptivodni mnoZiny i mnoZiny s pozménénym
vektorem rovny ( - vektor mtizeme nahradit jeho souctem s linearni kombinaci ostatnich
vektori mnoziny)

3. Vynechanim vektoru ktery je linedrni kombinaci jinych vektort mnoziny se zachova linearni

obal

4. Pridanim vektoru, ktery je linearni kombinaci jinych vektorti mnoZiny se zachova linearni
obal

Gaussova eliminac¢ni metoda

Gaussova eliminaéni metoda je technickym prostfedkem, kterym se
prevadi dand mnoZina n—tic &isel na mnoZinu se stejnym linedrnim
obalem, kterd ma navic pocetné vyhodné vlastnosti.
Touto mnoZinou je mnoZina n—tic usporadanych do matice v
hornim stupfiovitém tvaru.MiiZeme
@ nahradit n—tici (¥ddek matice) jejim nenulovym nasobkem
@ nahradit n—tici (¥ddek matice) jejim soutems s nasobkem
jiného fadku
@ vynechat linearni kombinaci ostatnich ¥adka (nejjist&ji to bude
nulovy vektor)
@ vyménit dva ¥adky (neméni se mnoZina, jenom uspofadani)
s cilem dostat matici v poZzadovaném tvaru
Uvedené operace se nazyvaji Gaussovské.

Gaussovské operace
* vyména radku
* vynasobeni fadku cislem
e pricteni (odecteni) a-nasobku radku k jinému fadku

* vynechani fadku
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4. Soustavy linearnich rovnic

Linearni rovnice (s n neznamymi) rozumime vztah: ax; + ax, +...+ax,=b,
kde a jsou koeficienty, x nezndmé a b prava strana rovnice.
Zkraceny tvar: "
ajxj = b

Jj=1

Nasobek rovnice: -
aRr = Z(aaj)xj =ab
j=1
Scitani rovnic: !
rés = Z(ajJrcj)XJ- =b+d
j=1

- vysledkem obou rovnic jsou vZdy linearni rovnice o n neznamych

MnoZina linearnich rovnic o n neznamych se zavedenymi operacemi nasobeni ¢islem z télesa T a
s¢itani vyhovuje vSem axiomtim vektorového prostoru, tedy tvori vektorovy prostor.

Pro nulovy vektor v tomto prostoru: 0x; + Ox> + ... + 0x, = 0, tedy 0 = 0

Definice feSeni  Resenim linedrni rovnice o n neznamych

r— (Zn: ajxj = b)
j=1

nazveme kazdou (uspofadanou) n—tici &isel (x1, xo,.. ., Xp, pro
kterou rovnost vyrazil na levé a pravé strané platf.

(Na ¥eSeni miZeme také pohlizet jako na vektory, Casem uvidime,
Ze to md i své odlvodnéni.)

P¥i hledani ¥eSeni mizeme formulovat ulohy dvou odlisnych typ:
@ najit alespori jedno Feseni

Q najit viechna Feden(

Definice mnoziny linearnich rovnic a feSeni soustavy

MnoZinu linedrnich rovnic (kone€nou) R = {ry.ra,... 1y}, kde
n
ri = ( E ajjXj = b,)
j=1

nazveme soustavou linedrnich rovnic (o n nezndmych). (Pocet
nezndmych ve v3ech rovnicich musi byt stejny, je ale moZné, Ze
nékteré koeficienty mohou byt nulové.)

Resenim soustavy linedrnich rovnic o n neznamych nazveme kaZdou
n—tici &isel (x1,x, ..., Xp), kterd je FeSenim v8ech rovnic soustavy.
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Linearni kombinace rovnic ze soustavy

Véta L3.2: Je-li R = {ri.ro.. ... rm} soustava rovnic o n
nezndmych a n—tice (xy, x2,. .., Xp) jejim ¥eSenim, a rovnice r je
linedrni kombinaci rovnic z R, pak (x1, x2, ..., Xp) je feSenim
rovnice r.

(umozZnéno tim, Ze rovnice tvori vektorovy prostor)

Soustavy se stejnou mnozinou feseni

Véta L3.3: Jsou-li R = {ry,rp,....rpn}a S ={s1,8,... .84}
soustavy rovnic o n neznamych a span(R) = span(S), pak maji
stejnou mnoZinu Feseni.

- tedy pokud maji soustavy rovnic stejny linearni obal, pak maji i stejnou mnoZinu feSeni

5. Linearni zavislost vektoriim

Linearné zavisla mnozina

Definice L3.1: Je-li V = (M, @, ®) vektorovy prostor nad
télesem 7 a A = {aj,ap, ..., ap(,...)} € M takovd mnoZina
vektor(l, Ze existuje vektor a; € A, ktery je linedrni kombinacf
ostatnich vektorli z mnoZiny A, fekneme, Ze mnozina A je
linearné zavisla.

V opatném piipadé (2adny vektor z mnoZiny A se nedd zapsat
jako linedrni kombinace ostatnich vektorli z A) fekneme, Ze
mnoZina A je linedrné nezavisla. Nékdy také ¥dkame, Ze vektory
ai, a, ..., ap jsou linedrné zavislé (nezavislé), kdyzZ je linedrné
zavisla (nezévislé] mnoZina A = {aj.as,...,a,}

- pokud vektor nemtiZeme vyjadfit linedrni kombinaci jinych vektort, pak je mnoZina tohoto
vektoru linearné nezavisla

Netrivialni linearni kombinace
Pokud je néjaka mnoZina linearné zavisla, pak existuje netrividlni linearni kombinace jejich

vektorti, ktera dava nulovy vektor.
DalSi mozna definice linearni zavislosti:
Véta L3.1: MnoZina vektoril A je linedrné zavisla, pravé kdyz

existuje netrividlni linedrni kombinace jejich vektor(, ktera da
nulovy vektor.
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Baze vektorového prostoru

BéZné se baze vektorového prostoru definuje mirn& odlisnym
zplsobem, ve kterém je pozadavek (B2) nahrazen (ekvivalentnim)
poZadavkem linedrni nezdvislosti:

Definice L4.1a: Bazi vektorového prostoru V = (M. @, ®) nad
danym télesem nazveme takovou linedrn& nezdvislou mnoZinu

E C M, ze kazdy vektor z M je néjakou linedrni kombinaci
vektorll z £.

Pokud chceme zjistit, zda je dana mnoZina bazi uvaZovaného
vektorového prostoru, musime ovéFit dvé skuteZnosti.

@ linearni nezavislost mnoziny — technické prostfedky k tomu
jsou leckdy dostupné, a

@ to, Ze kazdy vektor v prostoru je dosaZitelny linedrni
kombinaci vektord z dané mnoZiny. To nemusi byt zfejmé, ale
v nékterych prostorech existuje jednoduché ¥eseni.

(Baze vektorového prostoru je sada linearné nezavislych vektort, které vyméri dany prostor)

Priklady bazi

Kanonické baze — vyznacuje se pohodlnym vypoctem prislusnych koeficientt linearnich kombinaci
(napt. R"); je v geometrickém prostoru

Kanonicka béaze v prostoru mnohoclenti - Co={1,x,%% ..., x"}
(vektor baze ¢; = /1)

KaZdy mnohoé&len stupn& nejvySe n se da elementarné vyjad¥it jako
linedrni kombinace vektord c;; jejich linedrni nezdvislost je
disledkem zdkladni véty algebry:

Kazdy mnohoc¢len stupné n ma nejvyse n koFendl.

Lagrangerova baze
Newtonova baze

Dimenze vektorového prostoru

Stenitzova véta

Véta L4.1 Stenitzova: KaZzdé dvé& baze téhoZ vektorového prostoru
maji stejny pocet prvki.

Dlisledek Stenitzovy véty — definice dimenze

Definice L4.2: Pocet prvkil baze vektorového prostoru V se
nazyva jeho dimenzi (zapisujeme jako dim())).
Neni-li dimenze vektorového prostoru )V konecné &islo, fikame, Ze
prostor je nekone¢nédimenziondlni (i v p¥ipadé, Ze baze nejde
vytvofit).
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Dimenze typickych prostort

@ Prostor geometrickych vektorl v roving ma dimenzi 2,
@ Prostor geometrickych vektor( v prostoru ma dimenzi 3,

@ Prostor n-tic &isel z télesa 7 ma dimenzi n,

@ Prostor mnohotlenii stupné nejvyse n ma dimenzi n + 1,

@ Prostor linedrnich rovnic o n neznamych ma dimenzi n + 1,
(Rozmyslete si, jak by mohla vypadat jeho kanonicka baze)
@ Prostor v8ech mnohodlenti ma dimenzi oo,

@ Prostor vsech spojitych funkci jedné redlné proménné
definovanych viude na R ma dimenzi co

Gaussova eliminace a dimenze podprostoru v T%

Nenulové fadky, které ndm ztistanou po provedeni GEM, nam urc¢i pocet linedrné nezavislych
vektora.

Zavedeni souradnic

Definice L4.3: Je-li V = (M., @, ®) vektorovy prostor nad
télesem T, dim(V) = n je konetnd a € = {e;}/_; je baze prostoru
V), pak pro vektor u € M nazveme koeficienty linearni kombinace

n

u = @(UJ ®ej)

j=1

souFadnicemi vektoru u v bazi £.

Zapis souradnic

Soutadnice vektoru u v bazi &£ tvo¥i n-tici &isel z télesa T a
Uy

us
zapisujeme je jako u¢ =

Un

- tyZ vektor ma v rtznych bazich obecné riizné souradnice — ,,jdeme k nému pres jinou cestu*

Izomorfizmus vektorovych prostort
Definice L4.4: Jsou-li U = (M., @) a V = (N, By, @y)

vektorové prostory nad stejnym télesem T a existuje prosté
zobrazeniZ : M — N : D(Z) = M, W(I) = N takové, Ze pro
kazdé dva vektory a,b € M a kazdé &islo a € T je

I(a®yb) = ZI(a)dyZ(b)a

I(a =7 a) = ay I(a)

nazveme zobrazeni Z izomorfismem vektorovych prostorti U4 a V.

O prostorech U a V Yekneme, Ze jsou izomorfni



(izomorfizmus = kazdému prvku prvni struktury odpovida pravé jeden prvek struktury druhé a toto

prifazeni zachovava vztahy k ostatnim prvkiim)

Kazdy linearni prostor L, pro ktery je dim(L) = n, je izomorfni s linedrnim prostorem R".

Dva lineérni prostory konecné dimenze jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz se rovnaji jejich dimenze.

6. Ciselné matice a operace s nimi

Matice pfechodu

Méme-li vektorovy prostor 'V a dvé jeho baze, miiZzeme jeden vektor z prostoru vyjadfit jako
kombinace vektorii z obou bazi. Matice prechodu ndm pak pomaha prevadét jedno vyjadieni na

druhé.

Jsou-li €, F riizné baze tého? n-rozmérného prostoru V = (M, &, ®) nad
télesem T a vektory z baze £ maji v bazi F soufadnice

e = . pro kazdé j =1.2,..., n

€enj

nazyvame obdélnikové schema

€11 €12 -+ €ln

e .o e
iF 21 €22 2n
s =

€n1 €En2 e €nn

matici pfechodu od baze £ k bazi F. Mezi soufadnicemi vektoru v bazich

&, F plati vztah
n
£
u;-r = Z e;iU;

Nasobeni matic vektorem

Matice v obdélnikovém schématu (z télesa T) s m fadky a n sloupci

dilr d1i2 - din

ani d22 s aon
A=

dmi1 am?2 T dmn

a vysledkem nasobeni matice A vektorem u € 7" (pocet sloZek vektoru
musi byt stejny jako potet sloupci matice) je vektor v € 7™ se slozkami

n
Vi = E ijuj'
j=1

P¥i vypottu i-té slozky vysledného vektoru ndsobime viechna &isla i-tého
Fadku matice &isly na stejnych mistech v zadaném vstupnim vektoru.
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Nasobeni matic - obecné

Definice L5.1: Sou¢inem matic A, B nazveme matici C=A - B
takovou, Ze sloupce matice C dostaneme nasobenim matice A
sloupci matice B (po¥adi odpovidajicich sloupci matic B a C je
stejné).

Pro matice prechodu méme konkrétng 19 = l]({: 1

Nasobeni matice vektorem miiZeme interpretovat jako nasobeni
matice jednosloupcovou matici.

(vyuzivame tedy vZdy dvojici - radek matice A a sloupec matice B)

Soucin matic A - B je definovany pouze v ptipadé, Ze pocet sloupcti matice A je roven poctu radku

matice B. Vznikla matice m4 stejny pocet fadki jako matice A a stejny pocet sloupct jako B.

Vlastnosti nasobeni

ZaleZi na poradi — musi sedét velikosti, jinak je mezi sebou nelze nasobit.

I kdyz se ale sloupce A = Fadkum B, pfi nasobeni v jinych potradich nemusi vyjit stejna matice.
Tedy A'B # B-A.

Pokud plati A-B = B-A, pak tyto matice nazveme komutujici matice.

Asociativita maticového nasobeni

Véta Lb.1: Jsou-li A, B, C takové matice a u takovy vektor, 7e
existuji sou¢iny A - B, B-C, B - u, pak je vidy

QA (B-C)=(A-B)-C

QA (B-uy=(A-B)-u
Tato vlastnost se nazyva asociativita maticového ndsobeni.
Vysledky operaci jsou sice pFi libovolném uzavorkovani (sdruZeni)
stejné, technickd narotnost (vypoletni doba) ale miZe byt vyrazné
odlizna (hlavné v ulohach, které obsahuji nasobeni vektorem)

Inverzni matice

Definice L5.2: Pokud pro &tvercovou matici A existuje matice
A~1 pro kterou A~1. A = |, Fekneme, %e matice A je reguldrni a
matice At inverzni k A. V tom p¥ipadé i A- AL = 1.

(-1 v exponentu je proto, Ze soucin obou matic je roven maticové jednicce)
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Vlastnosti inverzni matice

Véta L5.3: Je-li A reguldrni matice, pak jsou jeji ¥adky linedrn& nezdvislé
vektory.

Véta L5.4: Je-li A reguldrni matice, pak (A_l)fl =A.

Vé&ta L5.5: Jsou-li A, B regularni matice stejného rozméru, pak
existuje i (A - B)_1 aje

(A-B)y'=B!1.A!

Gaussova-Jordanova eliminace

SlouZi k vypoctu inverzni matice. Nalevo napiSeme matici z které chceme udélat inverzni matici a
napravo k ni za ¢arou dame jednotkovou matici (viz obrazek)

100 11

? 0
010[—3 —3 —2
001

Napravo nam vznikne poZadovana inverzni matice.

Maticové rovnice

Pokud nasobime rovnici matic jinou matici je tfeba zachovat stranu z které nasobeni provadime na
obou stranach rovnice. Priklad s ndsobenim inverzni matici rovnice A - X =B

Vyndsoben/ této rovnice zleva matici A~! (pokud existuje) da

A" A.X = A".B
X = A'.B

Je-li na pravé strané jednosloupcova matice, tedy vektor b, miZeme
rovnici A - x = b interpretovat jako soustavu linearnich rovnic s matici A
a neznamymi slozkami vektoru x.

Permutaéni matice

Vznikne z jednotkové matice postupnou vzdjemnou zaménou sloupcii
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Jednotkova matice

Je Ctvercova matice, ktera ma na diagonale jednicky a jinde samé nuly, znacime ji I (nebo E).

Véta L5.2: Existuje pravé jedna matice 1, pro kterou je 1 -u = u pro
véechny vektory u € 7", a tou je jednotkovd matice n x n.

Scitani matic
Definice L6.1: Soucet matic A, B s m ¥ddky a n sloupci je matice

C = A + B, kterd ma m vadki a n sloupci a prvky

C,‘j = a,;,- —+ bl_]
(musi mit stejné rozméry m a n)

Nasobeni matic

Nasobeni vSech matic linedrnimi kombinacemi vSech pripustnych vektort je distributivni

A-(aru+f-v)=a-A-u+f-A-v
i pro nasobeni linearni kombinace matic

A-(a-B+f-C)=a-A-B+p-A-C
pro vSechny pripustné matice A, B, C

Transponovana matice

Dal%i operaci, ktera se pro matice zavadi (a prozatim se nam k
nicemu nehodila), je transponovdni

Definice L6.3: Je-li A matice m x n, nazveme matici AT s n
tadky a m sloupci, jejiz prvky

T _

matici transponovanou k A,
Transponovanou matici dostaneme ze zadané matice zaménou

fadki za sloupce nebo se to da popsat jako , pFeklopeni podle
diagonaly" napfiklad

0 T

=~
N O C1 N
GBS W
Q0 ~ D
N = O

3
6
9

Dale pri transponovani plati:

(A-B)'=A"-B'

(A=A

I'=1

Pokud A je regularni pak (A")' = (A™)"
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Priklad vyuziti transpozice
Uloha: Ve dvourozmérném prostoru mame t¥i baze £, F, G a zname

matice pfechodu I“g = ( g —11 ) a Ig = ( ; ‘;’ ) Vypotitejte

o g
matici pfechodu 17
ReZeni: Hledanou matici najdeme pomoci prechodu ptes bazi &:
G _19.1E _16.F)\ !
Iz=1-1 =12 (17)

Kdyby byla inverzni matice v souginu nalevo, mohli bychom najit
hledanou matici pfimo Gaussovou-Jordanovou eliminaci schématu
(invertovana matice | druhd matice v soutinu)—(1 | vysledek). Pro pofadi
matic v na3i tloze to nejde, po transpozici posledni rovnice ale dostaneme

09" =(2-057) = (™) 00" = (") 0T

Transponovanou vyslednou matici tak dostaneme Gaussovou-Jordanovou

")~ (109)7)

31‘-'1” i) T - (3
[21*<—§)( f‘_ll S) =30 (32

YR

Hledand matice pfechodu se dostane transponovanim pravé &asti

. . . T
eliminaci ze schématu ( (1Z)

(

konkrétné&:

O = ON = N

schématu:
o _ (2 -1
5 1 0
yd
Blokové
matice
V matici
a11 e ai,m d1,n;+1 . ai,m al,n,_;+1 - ai,n,
am]_,l - aml,n]_ aml,n1+1 .. am1.n2 aml.kb_l-i-l .. aml:kb
A= dm+1,1 -+ dmp+l,n | dmp+1,m+1 -0 dmytlm Ami+l,np_1+1 o @mytling
dmp,l ... dmp.m dmy,m+1 ... dmym Amp,kp_14+1 -+ dmpkp

nam nic nebrani ji symbolicky rozd&lit na €asti,

které nayvame bloky: Al An || A,
A21 A22 s A2.nb

A=
Amc.l Amc.2 cee Amcfnb

a které jsou také maticemi




7. Vypocetni naro¢nost operaci s maticemi

Pri vypoctu ma na celkovou narocnost prikladu hlavni vliv poCet operaci pri maticovém nasobeni

Pro vypocet inverzni matice 2 x 2, Strassenliv algoritmus

Moznd inspirace: Pro vypocet matice inverzni k matici 2 x 2 dava
Gaussova-Jordanova eliminace celkem 23 = 8 pottebnych operaci.

D3 se ale odvodit vzorec

b\ N1 d —b
d ad—bc\ —c a

ve kterém potfebujeme dvé ndsobeni a-d a b-c¢
a Cty¥i déleni hodnotou D = ad — b,
celkem tedy jenom Sest operaci.

O W

MoZna bude néco takového fungovat i pro ndsobeni matic,
tieba i 2 x 2

P¥i pouZiti Gauss-Jordanovy eliminace je tedy tfeba 8 operaci, pfi Strassenoveé algoritmu 7.
Utinnost tohoto algoritmu se ukéze u blokovych matic — pfi 7 ndsobenich bloki 2 x 2 se vyuZije
7% = 49 operaci (misto 4° = 64 operaci)

8. Linearni zobrazeni na vektorovych prostorech

Terminologie a mnoZiny

Zobrazeni f z mnoZiny M do mnoZiny N.

MnoZinu viech x € M, pro kterd existuje obraz f(x) € N,
nazyvdme defini¢nim oborem zobrazeni (ozna&ujeme ji D(f)),
mnoZinu viech y € N, pro kterd existuje vzor x € M takovy, Ze
y = f(x), nazyvdme oborem hodnot W(f) zobrazeni.

MnoZinu viech x € M, pro kterd je f(x) = y, nazyvdme vzorem
fFEU(y) prvku y € N

Pokud D(f) = M, mluvime o zobrazeni # mnoZiny M,
pokud W(f) = N, pouZivdme oznaleni ,zobrazeni na
mnoZinu“ N .

Prosté zobrazeni, skladani zobrazeni

Pokud maji kazda dvé rlizna x; # x> z D(f) i rlzné obrazy

f(x1) # f(x2), fikame, Ze zobrazeni f je prosté.

Je-1i f zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B a g je zobrazeni mnoZiny B do mnoZiny C pak h =g - f
(dalsi znaceni f(g(x))) je zobrazeni mnoZiny A do mnozZiny C. Které oznacujeme jako sloZené
zobrazeni.
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PFipustné operace s obrazy

Q stitaty; Eyr = f(x1) & f(x),
@ nasobit &islem a @y = a @ f(x)

Linearni kombinace zobrazeni

Definice L7.2: Je-li V = (N, $, ®) vektorovy prostor nad télesem T a
f, g zobrazeni M — N, nazveme souétem zobrazeni f a g zobrazeni

(f +g): M — N takové, ze
(f + g)(x) = f(x) & g(x)

pro viechna x € D(f) N D(g) C M, pro ostatni x € M obraz (f + g)(x)
nedefinujeme.

Linearni zobrazeni

Definice L7.3: Jsou-li i = (M, &y, 2u), V= (N. Sy, @y)
vektorové prostory nad (stejnym) t&lesem T a f zobrazeni
M — N, Yekneme, Ze zobrazeni f je linedrni, kdyz

f((a@yu) Dy (Beyv)) = (a@y f(u)) @y (8 @y f(v))

pro kazdé dva vektory u, v.z mnoZiny M a kazda dvé ¢&isla o, 3 z
télesa T .

Linearni zobrazeni je takové zobrazeni mezi vektorovymi prostory X a Y, které zachovava
vektorové operace scitani a nasobeni skalarem. Nazev linearni je odvozen z faktu, Ze grafem
linearniho zobrazeni z redlnych cisel do realnych cisel je pfimka.

Aditivni a homogenni zobrazeni

@ a=0=1
Definice L7.4: Zobrazeni f je aditivni, kdyz

fueyv) = fu) &y f(v) (1)
pro kazdé dva vektory u, v z mnoZiny M.

@ 7 =0:
Definice L7.5: Zobrazeni f je homogenni, kdy?

f(a®@yu))=a®yf(u) (2)

pro kazdy vektoru u € M a kazdé a € T,

Véta L7.1: Je-li zobrazeni f : U — )V soutasné aditivni i
homogenni, pak je linearni.
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Priklady linearnich zobrazeni

UZ vime, e linedrnimi zobrazenimi jsou ta, kterd jsme pouZili jako
inspiraci:
@ Ndsobeni matice m x n vektory z T" je linedrnim zobrazenim
TN —=Tm
@ Pfifazeni soufadnic v dané bazi k vektoru z n-rozmérného
prostoru V je linedrnim zobrazenim V — T"
@ i opalné pfifazen( vektoru z n-rozmérného prostoru V
k soufadnicim v dané bazi je linedrni zobrazeni 7" — V
@ obecng& kaZdy izomorfismus dvojice vektorovych prostord U, V
je linedrnim zobrazenim, a to jak U — V, tak V — U.

@ identita na libovolném vektorovém prostoru V (mnoZiné jeho
vektor(i) je linedrni zobrazeni V — V.
Na prostoru orientovanych Usetek v roving jsou linearnimi
zobrazenimi napf¥iklad f(u)

@ otoleni vektoru o pevn& dany uhel

@ ,prfitaZeni” vektoru k dané
pfimce — rozmé&r vektoru ve
sméru kolmém na pfimku se
zméni g-krat

Obrazek: ProtaZeni

@ primét vektoru ve sméru p¥imky g na pfimku p
Na funkénich prostorech jsou linearnimi zobrazenimi napftiklad
@ nasobeni funkce danou pevnou funkei n(x) € C(R):
N: C(R)— C(R): [N(f)](x) = n(x)-f(x)
pro kazdé x € R
@ derivace funkce chapand jako funkce
D: CHR)—= C(R): [D(A))(x) = f'(x)

pro kazdé x € R
@ sada (uspofadana) hodnot funkce ve vybranych bodech xi, xz,
. Xn

H: C(R)—R": H(f)= (f(x1).f(x)..... f(xn))

Vlastnosti definiéniho oboru

Véta L7.2: Je-li U = (M, ®y,®y) a zobrazeni f: U —V
linedrni, pak (D(f), %y, ®y) je podprostor v U.

Vlastnosti oboru hodnot
Véta L7.3: Je-li V = (N, @y, ®y) a zobrazeni f: U =V
linedrni, pak (W(f), ®y,®y) je podprostor v V.

DileZitou charakteristikou vektorového prostoru je jeho dimenze; ta
ma v p¥ipadé oboru hodnot linearniho zobrazeni svoje pojmenovani:

Definice L7.6: Hodnosti linedrniho zobrazeni f : U — V
nazyvame dimenzi jeho oboru hodnot h(f) = dim(W(f)).



Jadro linearniho zobrazeni
Definice L7.7: Je-li Je-liid = (M., %, ®@ a zobrazeni f: U — V je

linedrni, nazveme mnoZinu vSech vektorti z U, jejichZ obrazem je
nulovy vektor

ker(f) = {x € D(f): f(x) = o}
Jjadrem linearniho zobrazeni f.

(jadro = vSechny vektory z ‘U jejichZ obrazem je nulovy vektor)

Véta L7.4: Jadro linearniho zobrazeni f : U — "V je podprostor v “U.

Operace s linearnimi zobrazenimi

Linearita linearni kombinace

Véta L7.5: Jsou-li U, V vektorové prostory nad télesem T a f, g
linedrni zobrazeni U — V', pak pro libovolna &isla v, d z T je
zobrazeni

h=ye@fdoxgl: U=V

linearni.

Linearita slozeného zobrazeni

Véta L7.6: Jsou-li U4, V, W vektorové prostory nad té€lesem T af: U — V,

g : V — W linedrni zobrazeni, pak slozené zobrazeni

h=g(f): U—=W

Linearita inverzniho zobrazeni

Véta L7.7: Jsou-li U, V vektorové prostory nad télesem T a f prosté linearni
zobrazeni U — V, pak inverzni zobrazeni £~ : V — U je také linedrni.
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9. Frobeniova véta
Véta L7.8 (Frobeniova): Je-li f : U — V linedrni zobrazeni, pak
pro Fe¥eni rovnice f(x) = b p¥i daném vektoru b z prostoru V plati:
@ Resen( existuje, pokud b € W (f),
@ je-li f(x) = b pro n&jaky vektor x z prostoru U, pak f(y) = b,
pravé kdyZ existuje k € ker(f) takové, Ze y = x @ k.
Tvrzeni 1) je ekvivalentni definici oboru hodnot; uvddime ho proto,

Ze se objevuje ve formulacich vztaZenych ke zobrazenim 7" — T™
(soustavy linedrnich rovnic).

Tvrzeni 2) ve smyslu nutnosti existence vhodného k € ker(f) jsme
uz dokazali. Opatné to je jestd jednodudi: je-li k € ker(f), pak pro
y = x4 k mame
fly) = f(x e k) ™2™ f(x) & f(k) =b @ o =b
(Lidska) Formulace: ,,Soustava f(x) = b ma feSeni pravé tehdy, kdyZ hod f = hod (fib), tj. kdyzZ

hodnost matice soustavy se rovna hodnosti rozsifené matice soustavy.“

pozn.: W(f) je obor hodnot; ker(f) je jadro

Postup feSeni rovnice f(x) = b
@ najdeme jadro zobrazeni f a néjakou jeho bazi

K = {ky.ka. ... . kg}

— to se dostane YeSenim homogenni rovnice f(k) = o
@ najdeme (jakkoliv) n&jaké x,, které vyhovuje vztahu
f(xp) = b (nazyvame ho partikularni Fesenr’)
© kazdé feseni potom mizeme zapsat jako
K

x:xp@@crjc@kj-

J=1

pro libovolnou sadu koeficientd a; € 7.

Véta o dimenzich

Vé&ta L7.9: Je-li f: U — V linearni zobrazeni, pak
dim(D(f)) = dim(W(f)) + dim(ker(f))

Hodnost slozeného zobrazeni

Definice L7.8: Je-li Je-li U = (M. B, ®), S = (L, E,®) jeho
podprostor, a zobrazeni f . U — V je linearni, nazveme zobrazen{

fis: S =V, D(fis) = LND(f) a fis(u) = f(u) pro kazdé u € D(fs)

zuiZenim linedrniho zobrazeni f na podprostor S.
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Souvislost s FreSenim soustav linearnich rovnic

Pokud pFi YeSeni soustavy Gaussovou elimina&ni metodou dostaneme
naptiklad matici

1 2 -3 0 =213
o1 0 -3 -—-1]1
0 0 O 1 2 |2
0 0 O 0 0|1

neni soustava Fesitelna (obsahuje rovnici 0 = 1, které nevyhovuje Zadné
xeT").
Sou&asné to znamena, Ze plvodni vektor b € 7™ nebyl v oboru hodnot
nasobeni matici A, tj. nebyl linedrni kombinaci jejich sloupci.
V soustavé rovnic (po Gaussové eliminaci)
12 -3 0 -2(3
01 0 -3 —-1|1
00 0 1 2|2
musime zvolit dvé& neznamé jako parametry (nejlépe x5 =t a
x3 = s). Pak dopotitdme
X =2—-2t, xpb=14+3x3+x5 =7 — bt
X1 =3—2x0+3x3+2x5 = —11+ 12t + 3s

—11+12t +3s —11 3 12
7 —bt 7 0 -5
X = s = 0 +s| 1 |+t 0
2—2t 2 0 -2
t 0 0 1
Urceni jadra soustavy Gaussovou eliminaci:
" —11+ 12t + 35 —11 3 12
7 — bt 7 0 —b
X = s = 0 +s| 1 |+t 0 (1)

22t 2 0 —2

W o) Vo) o) \1)

Kdybychom ¥esili homogenni rovnici — to by byla soustava rovnic s
nulovou pravou stranou — dostali bychom stejny vysledek aZ na
&ast neobsahujici parametry (—11,7,0, 2, O)T.

Cést Yeden( obsahujici parametry je tedy jddrem soustavy rovnic,
vektory (3,0,1,0,0)™ a (12, -5,0,-2.1)7 tvof jeho (mozZnou)
bazi.

Vektor x, = (—11,7,0,2,0)" je partikuldrnim ¥e$enfm soustavy.
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10. Maticova reprezentace linearniho zobrazeni

Souradnice vektoru v bazi

Baze vektorového prostoru V = (M, @, @) nad télesem T je
takova mnoZina £ C M, Ze kazdy vektor u € M je mozno vyjadfit
jednoznacné jako linedrni kombinaci vektorli z £.

Je-li polet prvki baze (=dimenze prostoru V) konetny, nazyvame
koeficienty této linedrni kombinace soufadnicemi vektoru u

v bazi £.

i

o e B! )

Zapisujeme je jako u® = , a znamena to, Ze

Up

n
u=Pyoe)
j=1

Vlastnosti souradnic

Jsou-li £, F rbzné baze prostoru V), existuje matice pfechodu Ig}_
od baze £ k bazi F takova, Ze

u]::lg}_-ug

- pokud zndme matici prechodu, mtiZeme pomoci ni a vektoru jedné baze vypocitat vektor druhé
baze

Linearni zobrazeni a jeho vlastnosti

Jsou-li h = (M, &y, @u), V = (N, &y, ®y) vektorové prostory
nad télesem T a f zobrazeni M — N, fekneme, Ze zobrazeni f je
linearni, kdyz

f((a@yu)Ey (Boyv)) =axyf(u)dy ey fv)

pro kazdé dva vektory u, v z mnoZiny M a kazda dvé &isla o, 3
z télesa T.

Z linearnich zobrazeni se daji vytvaret jejich linedrni kombinace,
daji se skladat, miZou existovat zobrazeni k nim inverzni — véechna
vyslednd zobrazenfi jsou rovn&Z linedrni (mezi odpovidajicimi
prostory).
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Vyznamné mnoziny vektori
Je-liJe-lid = (M, &, ®), V= (N,&p,®y), a zobrazeni
f: U—YV jelinearni, je

@ defini¢ni obor D(f) podprostorem v U

@ obor hodnot W(f) podprostorem ve V

Vypocet soufadnic obrazu ze souradnic vzoru

Matice Ff, kterou jsme vytvofili, se nazyva maticovou reprezentaci
(linedrniho) zobrazeni f v bazich £ a F. ProtoZe jsme pfi jejf
konstrukci nenarazili na Zddna omezeni, miZzeme tvrdit, Ze

Véta L8.1: Jsou-li U = (M TR ®M), V= (N Dy, ®V)-
konetn&rozmérné vektorové prostory, £ C M a F C N jejich baze
af: U=V jelinedri, D(f) = M,

pak existuje takovd matice FEJ'_, Ze

(f(u))}_ = Ff uf

pro kazdy vektor u € M.

Maticova reprezentace linedrniho zobrazeni je tedy nastrojem,

ktery dovoluje pfevadét hledani obrazli vektor( na &iselné operace,
N\ v / / v 7 N~ - e Ve .

a pFislusnym vypoletnim prostfedkem je ndsobeni matice vektorem.

Konstrukce maticové reprezentace
Tato charakteristika prvki fj; je sou¢asné ndvodem na vytvoteni
maticové reprezentace Fg— zobrazeni f:
O Najdeme obrazy f(e;) viech vektorli baze &£
Q urtime jejich soutadnice v f(e;)” v bazi F
© a tyto soufadnicové vektory (ve spravném potadi) uspofadame
do matice.

Priklady maticovych reprezentaci:
Identita

Maticovou reprezentaci identity ve stejnych bazich je tedy
jednotkova matice:

15 =1

Rotace orientované usecky
P¥i vwypottu (R,)E =58 .
1) najdeme obraz r,(€) ro(€2) Gy
2) a jeho soutadnice cosa sina

(ra(€1))° = (cosav,sina)T P
3) totéZ udéldme s vektorem €5

(ra(€2))° = (—sina, cosa)T 33
Vysledek: (R.)E = < cosa  —sina ) u ra(U)

e sina cosa Obrazek: Ototen( vektoru



Operace se zobrazenimi

Linearni kombinace
Hf =ao - Ff +3-Gf

tedy maticova reprezentace linearni kombinace zobrazenf je linedrni
kombinaci maticovych reprezentaci plvodnich zobrazeni (ve
stejnych bazich) se stejnymi koeficienty.

Slozené zobrazeni
C _ pr~C B
HA - GB ’ FA

tedy maticova reprezentace sloZeného zobrazeni je souinem
maticovych reprezentaci jednotlivych zobrazeni — v presné
definovaném potadi, zapis soucinu odpovida zapisu slozeného
zobrazeni a pofadi zobrazeni pfi konstrukci vysledku je zprava
doleva.

Vytvofeni maticové reprezentace slozeného zobrazeni je hlavnim
aplika¢nim vystupem operace nasobeni matic.

PT.: SloZenim otoceni orientované tisecky nejdiiv o thel a a pak o thel 3, dostaneme diky
sloZenému zobrazeni otocCeni o tihel a + f3.

- [ cos(av+3) —sin(a + ) —
(Ross)e = ( sinfav +3)  cos(av + f3) )

cos3 —sinf3 cosay  —sina
Rats = Rs-Ra= ( sinf# cos 3 )( sina cosa )

— 7 toho plynou souctové vzorce se sin a cos

Inverzni zobrazeni

A By—1
(Finv)5 = (FA)
( (F,,)s zobrazenif')
Maji-li tedy prostory U, V stejnou konecnou dimenzi a zobrazenf{

f U — V definované vSude na U je prosté, pak
@ f je reprezentovano reguldrni maticl Fi (v libovolnych bazich
A, B)
@ f! je reprezentovano matici (Fi)fl

e s

To je hlavnim argumentem pro pouZivani pojmu inverzni matice.
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Zmeéna matice pfi zméné bazi

Obecna situace

Obecné& miZeme poditat se dvéma bazemi A, £ prostoru U a dvéma
bazemi B, F prostoru V.

Ma-li linedrni zobrazeni f : L — V definované pro viechny vektory z U
Znamou maticovou reprezentaci FE, pak pfi oznaseni f(u) = v bude pro
kaZdy vektor u z prostoru U

fechod do baze B vypocet obrazu
v P = Ig-vB YPOREZ Iff;-Fi-uA*

prechod do baze ¢ \r B 4 £
= I F5 14 u

soutasné je
vi =F v

a vzhledem k jednozna&nosti maticové reprezentace
F _F B 1A _F B gyl
Fr=1lg-Fa- 12 =1 -F3-(1%)

posledni forma vychazi z toho, Ze matice ptechodili do bazi £, F zndme.

Dodatek

Definice L9.1: Potet linedrné nezavislych sloupcii matice se nazyva
hodnosti matice

11. Linearni zobrazeni vektorového prostoru do sebe

Pokud U = (M, &, ®) je vektorovy prostor, mlizeme uvaZzovat i o
zobrazenich z mnoZiny M znovu do mnoZiny M (je to dokonce
velmi ¢asté, napfiklad identita, otaceni orientovanych Usecek,
derivovani funkcf).

Takovato zobrazeni nazyvame zobrazenimi vektorového prostoru do
sebe nebo také endomorfismy na daném vektorovém prostoru.

Moznosti diky tomu, Ze vzory i obrazy jsou ze stejného vektorového prostoru:
e zobrazeni muzZeme skladat samo se sebou,

* muZeme porovnavat vzory a jejich obrazy pfimo pomoci vektorovych operaci

Mochina a mnohoc¢len endomorfismu

Definice L9.2: Pro zobrazeni f : M — M definujeme
Q 0= (identita)
Q "= f(f”fl) pro kazdé ne Z.
a vytvorena zobrazeni nazyvame (n-tymi) mocninami zobrazeni f.

Mocninou se snazime vystihnout to, Ze pro pfirozena n je

£ = F(F(...£(F))...) .

w»
n—krat




Pokud se omezime na nezaporné mocniny dostaneme ekvivalent mnohoclenu

Definice L9.3: Pro vektorovy prostor i = (M, &, @) nad télesem T,
zobrazeni f . U4 — U a mnohotlen

Pu(x) = Z ajx!
=0

s koeficienty z télesa T definujeme mnohoé&len P, ze zobrazeni f jako

zobrazeni
n

Po(f) = Pla; ® )

j=0

Mnohotleny ze zobrazeni maji siroké pouZiti pFedeviim v dlohach, které
se tykaji €asového vyvoje nékterych veli&in.

Vlastni vektor linearniho zobrazeni

Definice L9.4: Je-li if = (M. &. ®) vektorovy prostor nad t&lesem
T a f je linedrnfl zobrazeni : U — U, nazveme vlastnim vektorem
zobrazeni f nenulovy vektor u takovy, Ze existuje &islo A € T, pro
které je

fluy=A®u
Cislo A pak nazyvame vlastnim &islem nebo vlastni hodnotou
zobrazeni f.

(Nulovy vektor vylutujeme, protoZe pro ten plati f(o) = A @0 =0
pro kazdé &idslo A)

Pokud je u vlastnim vektorem daného zobrazeni, je k nému
jednoznatné& p¥itazeno vlastni &islo; vlastni &isla pro riizné vlastni
vektory (stejného) linedrniho endomorfismu mohou byt riizna.

Trivialni zobrazeni

Vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni vektorového prostoru do
sebe, které kazdému vektoru pfiradi nulovy vektor, je libovolny
nenulovy vektor z daného prostoru:

fluy=0=0®u
vlastnim &islem tohoto zobrazeni je pro vsechny vlastni vektory

nula.

Vlastnim vektorem identity na prostoru {{ je libovolny nenulovy
vektor z U
fluy=u=1®u

vlastnim &islem identického zobrazeni je pro v&echny vlastni
vektory jednicka.
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Cislo A bude vlastnim ¢islem endomorfismu f pouze tehdy, kdyZ ker(f;) # {o}.

Hlavni vektor

Definice L9.5: Je-li if = (M, &, ®) vektorovy prostor nad télesem
T, f je linedrni zobrazeni : U — U s vlastnim &islem A a vlastnim
vektorem u(®) nazveme hlavnim vektorem zobrazeni f ¥adu k
vektor u(k) takovy, Ze

f(u(k)) — /\ ® u(k) GB u(k_l)

Rovnice pro vlastni vektor

P¥i hledani vlastnich &isel a vektorli mizeme vektory popsat jejich
soufadnicemi v bazi &; pfitom vztah

fluy=ARu
je ekvivalentni vztahu pro soufadnice
F&ouf =X

Protoze nasobeni ¢tvercovou matici Fg je linearnim zobrazenim
T" = T" mluvime v této souvislosti o viastnich &slech a viastnich
vektorech matic.

Elementarni metody hledani vliastnich cisel a vektoru

Matice 3x3 (GEM s parametrem)

-1 2 -1
P¥i hledani vlastnich &isel matice A = —4 5 -3

—4 4 -3
postupujeme podobné:

—1—A 2 —1
A, = —4 5— A -3 —
4 4 31
—4 4 —3—-A
vyména radka — —1—-A 2 -1 —
—4 5— A -3

—4 4 —3— A
[2] — 2] — 0 2—(1+A) —1+321+)
[3] — [1] 0 1—A 0

-4 4 -3-A
- 0 1-X —1+32(1+))
- 4—(34+N)(1+XN)
3] - 12 0 0 i
Matici s nejvy$e dvéma nenulovymi ¥adky dostaneme vZdy, kdyZ

bude aspori jeden z diagondlnich prvki nulovy, to nastane, pravé
kdyZ bude nulovy jejich soutin:

(1—A)(1—4X—X2) =0

Tato rovnice vyZaduje nalezeni kofene mnohotlenu, ktery se nazyva
charakteristickym mnohoc¢lenem matice. jeho stupen je vZdy roven
rozméru matice.
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Nasleduje vypocet vlastniho vektoru ze ziskané matice A,

—4 4 —3-
0 1-X —1+32(1+))
0 0 4—(34+A)(1+X)

4

Jejim vlastnim &islem je bezpochyby jednitka (kofen
charakteristického polynomu). Pro tuto hodnotu A ¥esime soustavu
rovnic s matici (dosadime A = 1)

—4 4 —3 -\ 0
0 1-A —1+32(14+X)(0 A=1
0 0 4—(3+N)(1+X) 0
4
—4 4 —410
0 0 1|0
0 0 —110

Hodnotu uy musime zvolit jako parametr up, = t, pak
3 =0, din+4u, =0 — Uy =u =1

1
avektoru=t| 1 | jevlastnim vektorem matice A s vlastnim

Eislem 1.

12. Determinant

Rlzné definice
1) Pomér mezi vzory a obrazy obrazce v rovnobézZnikové siti

2) Determinant sloZzeného zobrazeni je roven soucinu determinantt jednotlivych zobrazeni
det(g(f)) = det(f) - det(g)

3) V. prostorech miizeme linedrni endomorfismus f reprezentovat matici
Fg v n&jaké bhazi £ a hodnotu determinantu zobrazeni ptifadit této
matici.

Mluvime pak o determinantu matice.

4) Hlavni definice: Vjastnosti poméru objemil téles () a Q v prostoru geometrickych
vektor(l pro linearni zobrazeni f : G — G reprezentované matici F
miZeme zobecnit na libovolné &tvercové matice

Definice L10.1: Je-li A &tvercova &iselna matice, pak zavadime
determinant matice A jako &islo det(A), které ma nasledujici vlastnosti:

@ Determinant matice, kterd ma ve vdech poddiagonalnich nebo ve
v8ech naddiagonalnich prvcich nuly, je roven soutinu jejich
diagonalnich prvki

@ Pro kazdé dv& matice A, B je det(A - B) = det(A) - det(B)

V této definici je skryty i navod na vypo&et determinantu jakékoliv

matice.
Nékdy oznalujeme determinant matice pomoci ohrani¢eni matice svislymi
arami: det | ° by_|a b

’ c d ) |c d




Metody vypoctu determinantu

Nasobenim Fadku

Dostaneme-li matici A’ vydé&lenim viech prvki jednoho ¥adku matice A
Cislem a, je

1
det(A") = =~ det(A) , det(A) = adet(A")
to se da interpretovat tak, Ze ,spoletného dé&litele viech prvki jednoho

Fadku matice miZeme vytknout p¥ed determinant™

Nasobeni ¥adku matice ¢islem — pokud to neni jenom za ticelem p¥icteni
tohoto nasobku k jinému ¥adku — vyZaduje zna&nou opatrnost:

2 3| 1/2 3
3 5|

1
2x[2]—3%[1] 2|0 1| =32 t=1

Pokud to jde, sta¢i v matici vZdy vytknout — pak jen ponasobime Cisla na diagonale s vytknutymi

Cisly |1 -3 9 —27 81 —243 [1 -3 9 —27 81 —243]
01 -5 19 —65 211 0 1 -5 19 —65 211
02 826 —80 242 | _, , . 101 —4 13 —40 121
0 4 —8 28 —80 244 01 -2 7 -20 61
0 5 —5 35 —65 275 01 -1 7 —13 55
06 0 54 0 486 01 0 9 0 81

Nasledky vymény radkl matice pro determinantu

Vyména cisel a, b, nebo i vektor( a, b se da ale provést nasledovr
@ pritteme prvni vektor k druhému: (a,b) — (a,a + b)

@ (novy) druhy vektor odetteme od prvniho:
(a,a+b) — (—b,a+b)
@ (novy) prvni vektor pfitteme k druhému:
(—b,a+b) — (—b.a)
@ prvni vektor vyndsobime (—1): (—b,a) — (b, a)
Vgechny pot¥ebné gaussovské matice maji determinanty jedna, s
vyjimkou posledniho, ktery je —1.
=-vyména fadkd matice zmé&ni znaménko determinantu

Vzorec pro matici 2x2

P¥i vypottu determinantu

d ‘ Gaussovou eliminaci dostaneme
@ pokud a # 0:

a b
0 d-%

a

c 5‘: 2] - <[1]

=2 (d— E) = ad—bc (1)

a

@ pokud a =0, ale ¢ # 0, vyménime ¥adky, tim se obriti znaménko
determinantu, dal ale pouZijeme stejny postup:

2 b = —(cb—ad) = ad — bc

a b
d

cd‘

@ v pfipad& a = ¢ = 0 mame uZ pod diagondlou nuly, soucin diagonalnich
prvki je také nulovy, a nulovou hodnotu md i vyraz, ktery jsme dostali v
prvnich dvou p¥ipadech

Vzorec (1) plati tedy pro viechny matice 2 x 2.
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Vzorec pro matici 3x3

P¥i vytvafeni vzorce pro vypolet determinantu matice 3 x 3 budeme
predpokladat, 7e potfebné diagonalni prvky jsou nenulové:

abc a b c
def| = [2]—%[1] Oe—% f—C—:" =
g hk B]-£[1] |0 h—2& k- <
a b c
— Q2e=bd af—cd _
Bl-2=5R | 0 0 HEE o el
ae — bd (ak — cg)(ae — bd) — (ah — bg)(af —cd)
B a a(ae — bd) B
4 bc (ak — cg)(ae — bd) — (ah — bg)(af — cd)
def| = B =
¢ h k| = ek 4+ dhc + gbf — ceg — afh — bdk
b ¢

Nebo dle vzorce:

< [

2 < Z) !/{\ j =
|
A
P4 =5 VA N S £

t ” y S X o
AN = 1 ) A?}‘\ =
= Q,\_/l’) A S =~ N N
—t—= 3R A “\,) IS8

Rozvoj podle fadku
(spiS zminit, neZ tomu aZ moc rozumét)

n—1

dnj Z (*1)'0[ﬁ) H 3/\:(1’)

r€P(n),m(n)=j i—1

V souétu se ve zbytcich soutinii prvkli matice objevuji prvky viech
prvnich n — 1 ¥adk( matice a v3ech sloupcli matice kromé j-tého, tedy ty,
které se pouZivaji pfi vypoctu determinantu matice A}, kterou

dostaneme y matice A vyskrtnutim n-tého ¥adku a j-tého sloupce.

Podrobn&jsi rozbor parit permutaci vede k vysledku

n—1
Z (71)p(7T] H ai,?r(i) — (71)H+J dEt(A:J') H
w€P(n),w(n)=j i=1

det(A) = > (—1)"Ya, det(A})
J=1

Tento ndvod se nazyva rozvojem determinantu podle (n-tého) Fadku.
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Permutacni cestou
(asporn védét Ze to existuje)

Véta L10.1: Je
det(A) = > (=1 [T~
i=1

weP(n)

7 zde predstavuje jednotlivé permutace z mnoziny P(n) v3ech
permutaci n prvkl a p(w) je parita permutace.

13. Skalarni soucdin

Definice
Pro R ¢isla

Definice L10.2: Je-li U vektorovy prostor nad télesem T, nazveme
zobrazeni, které kaZzdé dvojici vektorl u, v z U pfifazuje &islo

z télesa T: (ulv) =t € T skalarnim sou¢inem na prostoru U,
pokud

(<u|v> je skalarni
vynasobeni vektorti)

Q (ulv@® w) = (ulv) + (ulw) pro kaZdou trojici vektorli u, v, w
zU

Q (ula®v) = o - (u|v) pro kaZzdou dvojici vektorl u, v z U a
kazdé &islo v € T

©Q (u|v)( = )(v|u) pro kazdou dvojici vektorli u, vz U

Q (u|u) > 0 pro kazdy vektor u, z I; navic
(ujuy =0 <= u=o

V komplexnich prostorech je skalarni soucin zavisly na poradi vektort

Q@ (ud wlv) = (u|v) + (w|v) pro kaZdou trojici vektorli u, v, w
zU

Q@ (e ®@ulv) =a@- (ulv) pro kaZdou dvojici vektorli u, vz U a
kazdé &islo o € T

Viastnosti

Skalarni soucin vektoru s vektory mezi kterymi je vektorovy soucet si nadale zachova aditivitu, a
skalarni souCin vektoru s vektory mezi kterymi je vektorovy soucin si nadale zachova
komutativnost

Vektory jsou pfi skalarnim soucinu rovnocenné (nasobi se jejich velikost) — #-v=v-u



Velikost vektoru:  |i|=+vu;+u>

Norma a skalarni soucin

Definice L10.3: Je-li na vektorovém prostoru {{ zavedeny skalarnf
sou¢in ( - | - ), zavddime normu vektoru u jako

lufl = v/ (u]u)
Z axiomu 4 vyplyva, Ze norma je definovana pro kazdy vektor, a

jediny vektor, ktery ma nulovou normu (velikost), je nulovy vektor.

@ Norma umoznuje méfit vzdalenost (definuje metriku):
Vzdalenost mezi vektory x a y z linearniho vektorového

7

prostoru s normou ||| - ||| je kladné &islo |||z — y||.

@ Skalarni soucin umoznuje méfit thel: Uhel 0 mezi dvéma
nenulovymi vektory = a y.

Ortogonalita

Vektory x a y z télesa 7, kde 7T je skalarni soucin, jsou ortogonalni (kolmé) pokud je jejich
vektorovy soucin roven 0.

Baze B se nazyva ortogonalni (kolmou), jestliZe jsou vSechny vektory z baze na sebe kolmé.

Baze B se nazyva ortonormalni, pokud je ortogonalni a vSechny vektory maji velikost 1
(soucin vektori je tedy 1 pro vSechny stejné vektory a 0 pro vSechny rtizné vektory).

Ortogonalni matice je matice, jejiZ transponovana matice je souCasné matici inverzni.

Vypocet skalarniho soucinu vektorti pomoci soufadnic

Standardni varianta v R"™:
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Velikost, norma vektoru

Na prostoru L se skaldrnim soucinem je definovina velikost vektoru ¥ = (a1, x9,...,2,)
z prostoru L jako éislo VT - Z, toto ¢islo se znadi ||Z|], tzn.

[|Z|| = V&7 = \/;I‘%—O—lf%-*—w-—}—;l‘%

Odchylka vektori

Pro vSechny vektory 7,4 z prostoru L je odchylka definovana jako éislo ¢ €< 0; 7 >, pro
které plati
Ty

COS Q) =
|Z]] - {171

V lineéarni algebte, dva vektory v a w v prostoru s definovanym skalarnim soucinem jsou
ortonormalni, pokud jsou ortogonalni a maji jednotkovou délku, tedy plati: (v|w) = 0 a zarovei [|v]| = |w| = 1.

GramUv-Schmidtiv algoritmus

Je zaloZen na principu matematické indukce. Popisuje konstrukci ortogonalni mnoZiny, v jejimz
linedrnim obalu leZi dand mnoZina vektorti G. Malo efektivni pro vytvareni velkych ortogonalnich
mnozZin. Ukazka na prikladu:

Uloha: Vytvorte ortogondlni bazi linedrniho obalu mnoZiny vektort
{(1,2,2,0),(2,2,6,1),(1.—9.4,1)} p¥i standardnim skaldrnim soucinu

Regeni: Do hledané mnoZiny zafadime prvni vektor p¥imo:
fi =(1.2,2.0).
V dalsich vypo&tech budeme potfebovat druhou mocninu jeho normy. Je

If]?=12+224+22=09
Vektor f, vytvofime pomoci druhého ze zadanych vektori podle ndvodu
(f1](2.2,6.1))
LA
((1,2,2.0)[(2.2,6.1)) — tedy f» = (0,-2,2,1) a
(1,2,2.0) = 5 N
0 IR = (-2 + 22+ 1 =9
= (2,2,6,1)— ?(1.2. 2,0)=1(2,2,6.1)—(2.4,4,0)=(0.-2,2,1)

f, = (2.2.6,1)— f, =

— (2.2.6.1)—

Dale zam&stname tf¥eti vektor:

(f1|(1.-9.4.1))
[F1]]2

= (1,-9,4,1) — ?9(1- 2,2,0) - %(0- —2.2.1) =

= (1,-9,4,1) —(-1,—2,—2,0) — (0.—6,6,3) = (2,—1,0, -2)
Hledana ortogonalni mnozina tedy F = {(1,2,2,0),(0,-2,2,1),(2,-1,0,-2)}

(f2](1. 9,4, 1))

f; = (1.-9,4,1)— o

f1 —

fo =
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14. Optimalni aproximace
Vektor z podprostoru nejblize danému vektoru

Aproximace

Slouzi k pribliZznému urceni vektoru, pomoci vektoru, ktery je ,,dostatec¢né blizko“.

Dostate¢né blizko: Znamena to, Ze uvazovany vektor u se od nahradniho vektoru uy lisi o velmi

maly vektor: - - ,
u=uy dd,, [ <danéce

Nahradni vektor uy hleddme zpravidla v n&jakém
konetnérozmérném podprostoru ) daného prostoru 4.

Resitelnost

Véta L11.2: Je-li U vektorovy prostor se skalarnim soucinem,
Y C U jeho Uplny podprostor a vektor u € U, pak existuje pravé
jeden vektor uy €V takovy, Ze

Jue (-] < |lus (—v)

pro véechny vektory v € V.

Velikost odchylky

Dle vzorce: ||5,]> = |ul/® — [uy]?

(Pythagorova véta). Vektor odchylky a uy jsou na sebe kolmé. Jedna se o odecCteni mocnin
uvazZovaného vektoru u a nahradniho vektoru uy slouziciho k aproximaci.

Vypocet velikosti aproximace

Zname-li uZ soufadnice u; hledaného p¥ibliZzeni v bazi G, zname i toto
pFiblizeni a miZeme spoditat

luv* = (uvfuy) = <@(u1®g. @(% ® gj) > =
= ZZ(%‘ ® gilu @ gj) = ZZF,-(g,-\gﬂu,- =

i=1 j=1 i=1 j=1
— (u(g)|u(g))c

co? je druhd mocnina normy soufadnicového vektoru u'9) p¥i skaldrnim
soutinu s metrikou G
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Fourierovy fady

Pt¥iblizeni vektoru u v podprostoru V; je ddno vztahem

J

Z (gi|u)

2
— llsill

Plati-li Parsevalova rovnost, Ize odchylku u — uy, libovoln& zmensit
(volbou dostatetné velkého j), coZ se da vyjadfit v podobg

Z <gl|u
2 g2 ®

Tento vztah se nazyva Fourierovou radou vektoru u v ortogonalni
bazi G a ,soufadnice” u; = f‘g"Hg se oznacduji jako Fourierovy

koeficienty vektoru u v bazi G.

Nejcastéjsi vyuZiti Fourierovych fad nachdzime p¥i aproximaci
funkci.
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15. Matematicka indukce

MnozZiny
@ Sjednoceni mnozin A, B je mnoZina A U B, ktera obsahuje
v8echny prvky, které ndleZeji alespoii do jedné z mnoZin A, B.

@ Prinik mnozin A, B je mnoZina AN B, kterd obsahuje
vdechny prvky, které ndleZeji do obou mnoZin A, B.

@ Rozdil mnozin A, B je mnoZina A\ B, kterd obsahuje viechny
prvky, které ndleZeji do mnoZiny A a nendlezeji do mnoZiny B.

@ Dopin&k mno¥iny A je mnoZina A, kterd obsahuje viechny
prvky, které nendlezeji do mnoziny A.

Miizeme tedy psat napiiklad A\ B = AN B¢

Princip matematickeé indukce

Véta 1: Jestlize mnoZzina M C N
@ Obsahuje &islo 1,
@ z toho Ze néjaké n € M vyplyva, ze in+1 € M,
pak M =N
Pokud vynechame pozadavek M C N (tedy p¥ipustime, Ze bude
obsahovat i jind neZ ptirozena &isla, pak bude N C M. To se

pouziva predeviim tehdy, kdyZ potfebujeme zkoumasnou mnoZinu
rozsifit o nékteré hodnoty, naptiklad o nulu.

— tvrzeni dokaZeme pro néjaky prvni prvek (v prirozenych Cislech to nejcastéji je n = 1). To
dokaZeme prostym dosazenim. V dalSim, induk¢nim, kroku dokaZeme implikaci ,,pokud tvrzeni
plati pron = a, pak platii pron=a + 1

Pouziti
Vyuziva se pri diikazu tvrzeni, ktera se maji tykat libovolnych pfirozenych cisel.

Indukéni predpoklad = platnost tvrzeni T(n)
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Vzorovy pfiklad

Dokazte, Ze plati pro kazdé pfirozenén, 7ze 1+3+5+...+2n—1=n’

1) KdyZz n = 1, pak T(1) : 1 = 1*> (pro posledni ¢len nalevo je pfin=1roven2-1-1=1)

— pro jednicku tedy tvrzeni plati

2) Pokud tedy tvrzeni plati pro néjaké n, pak na levé strané dané rovnosti dostaneme tvrzeni T(n+1)
1+3+5+...+2n-1+2(n+1)-1=1+3+5+...+2n—-1+2n+1

— vyuZijeme platnost tvrzeni T(n) (= indukéni predpoklad)
=n’+(2n+1) = (n + 1)

— a to znamena, Ze tvrzeni T plati i pro ¢islon + 1, tedy n + 1 € M a mnoZina M je rovna mnoZiné

vSech pfirozenych cisel

16. Zakladni pravidla kombinatoriky

Kombinatorika

Zabyva se ulohami, které vedou na stanoveni poc¢tu mnoZin s néjakymi danymi vlastnostmi (pocet
vétSinou konecny, ale vysoky).

K symbolice:
* pocet prvki mnoZiny M zna¢ime symbolem |M|

* mnoziny s prazdnym prinikem se nazyvaji disjunktivni

Pravidlo soucinu

Véta 3: (Pravidlo sou¢inu) Jsou-li A, B libovolné mnoZiny, pak
pro mnozinu viech uspofadanych dvojic

AxB={(ab):ac A beB)}

plati
| A x Bl = |Al-|B]

Véta ma smysl pro konecné mnoZiny, pokud je néktera z nich nekonecna, pak je vysledek také
nekonecny.

Pt.: Kolika zptisoby mohu udélat dvojice z 10 Zen a 10 muZzi? Prvni Zené vyberu jednoho z deseti,
druhé jednoho z deviti, tfeti jednoho z osmi, tzn 10!.

Pravidlo souctu

Véta 4: (Pravidlo souc¢tu) Jsou-li A1, Az, dots, A, navzajem (= velikost sjednoceni vSech

disjunktni mnoZiny (tj. A; NA; = 0 pro libovolnou dvojici i # j), disjunktivnich mnozin A

pak plati od 1 do n je roven souctu
jejich velikosti)

U
i=1

= ||+ [Ao] + - 4 [Anl = D A
i=1
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Dirichletliv princip

(vyuZijeme ho, pokud mame znamou velikost sjednoceni disjunktnich mnoZin a hledame, jak velké
mohou tyto mnoZiny byt)

Véta b: Jsou-li Ay, Az, ..., A, navzdjem disjunktni mnoZiny a a
jejich sjednoceni ma celkem k prvkil, pak existuje mnoZina A;
(1 <i < n) takova, Ze

k—1

kde symbol [x] znamend celou &ast &isla x, tedy nejvétsi celé &islo,
které nepfesahuje hodnotu x
(Je tedy naptiklad [2] =2, [2,99] =2.)

Princip inkluze a exkluze

Pomaha urcit pocet sjednoceni prvkii mnozin, kdyZ je mnozZin vice, jsou konecné a nejsou
disjunktivni (tedy dvé mnoZiny mohou mit spolec¢né prvky)

Pro dvojici mnozin: | AU B| = |A| + |B| — | AN B|
(velikost sjednoceni = velikostem mnozin — velikosti jejich priniku)

Pro tfi mnoziny: [AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|[ANC|—|BNC|+|ANBNC|

= Y =" N4

Pro vicero mnozin: n

o
=1

0£IC{1,2.,...n} iel
17. Kombinatorické vypocty
Variace bez opakovani
UvaZujeme mnoZinu M o n prvcich (|[M| = n) ( Variace: ,,Z mnoziny

. . . L s . o vybirdme pocet objektt,
Def!m,ce D2.2: Variaci lk—te tridy zn prvklf_bez Of)akc’)vam _ zélesi na pofadi.<)
nazyvame kaZzdou usporadanou k—tici navzajem riznych prvki

mnoZiny M.

(N&kdy se misto ,,z n prvki" pouZiva obratu ,na (n—prvkové)
mnoZing M")

Za rlizné se povazuji takové variace, které se lisi aspoil na jedné
pozici.

Pocet vsech variaci k—té t¥idy z n prvkd bez opakovani je

Aﬁ F.(n—l).(an)...(n7k+1): n!

’ (n—.k)!

k Cinitel(
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Elementarne:

Na prvni pozici libovolny z n prvki, na druhou o jeden méné, tedy n-1, na dalsi zase o jeden
meéne. ..

a protoZe vytvarime k-tice, mély by se jednotlivé prispévky vynasobit.

Variace s opakovanim

Definice D2.3: Variaci k—té tfidy z n prvkl (nebo také na
(n—prvkové) mnoZiné M) s opakovanim nazyvame kazdou
uspofadanou k—tici prvklli z mnoZiny M.

Za rlizné se povaZuji takové variace, které se lidi aspoii na jedné
pozici.

Pocet vech variaci k—té t¥idy z n prvki s opakovdnim je

Ekvivalentni mnozZiny

Definice D2.1: MnoZiny A, B nazveme ekvivalentni, (piseme
A~ B),
pokud existuje prosté zobrazeni e mnoZiny A na mnozinu B (tj.

D(e) = A, W(e) = B).

Pro ekvivalentni mnoziny je |A| = |B]

Faktorial

Faktorial z ptirozeného &isla n definujeme jako soudin

n=1-2-3---(n=1)-n

Permutace bez opakovanim

UvaZujeme mnoZinu M o n prvcich (|JM| = n) (Permutace: ,,Z mnoZiny n
chceme urcit pocet vSech

Definice D2.4: Permutaci n prvkil bez opakovdni (nebo také . o
moznych n-tic.”)

permutaci #ddu n) nazyvame kaZdou uspofadanou n—tici
navzajem raznych prvkd mnoziny M.

Permutace ¥adu n jsou tedy specialnim p¥ipadem variaci bez
opakovani — variace n—té t¥idy z n prvki.

Pocet viech permutaci ¥adu n je
P(n)=A"= ——— = nl -plati(n—n)! =0!=1
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Parita

Definice D2.5: Paritou permutace nazyvame charakteristuku
poctu transpozic, které potfebujeme k jejimu vytvoreni. . Je-li
tento polet sudy, mluvime o sudych permutacich, v opa&ném
pfipadé o lichych permutacich.

Permutace s opakovanim

Definice D2.6: Je-li M = {my,ma. ..., mp} n—prvkovd mnozina
a ki, k>, ..., k, ptirozena Cisla, nazveme kaZdou usporadanou
(ki + ko + - -+ kp)—tici prvkd z M, ktera obsahuje kazdy prvek
m; pravé k;—krat, permutaci n prvkii s opakovanim ¥adu

(ki.ka.. . kn).

Naptiklad: M ={a,b.c}, k4 =2, ko =4, k3 =1,
permutaci uvedeného typu mize byt (b, a. b, b, c, a, b).

Potet viech permutaci s opakovanim ¥adu (kq, ko, . .., k,) zna&ime
P(ki.ko. ..., kn), nebo také Py 4,  « aje

n

(ki + ko + -+ kp)!
kil kol ky!

P(ki, ko ... kn) =

Kombinace bez opakovani

UvaZujeme mnoZinu M o n prvcich (|M| = n)

Definice D2.7: Kombinaci k—té tfidy z n prvkl (nebo také na (Kombinace:

n—prvkové mnoZin& M) bez opakovdni nazyvdme kaZdou
neuspofadanou k—tici (navzajem raznych) prvkii mnoZiny M.

,» Vybirame z mnoZiny
objekty, nezaleZi na
poradi.)

Dvé kombinace povaZujeme za riizné, pokud se lisi ve vyskytu

nékterého prvku.

Pocet kombinaci k—té t¥idy z n prvkli bez opakovani budeme
znatit Ck.
(k+n—k)! n!

Cy = P(k,n— k) = Ki(n— k)~ kKl(n— k)

Tato hodnota se nazyva také kombinaéni &islo, zapisujeme ho ve

T e ()

a ¢teme ,,n nad k"
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- za n do vzorce vZidy dosadime vrchni ¢islo nebo cisla a za k vidy spodni

Kombinace s opakovanim
UvaZujeme mnoZinu M o n prvcich (M| = n)

Definice D2.8: Kombinaci k—té t¥idy z n prvkl (nebo také na
n—prvkové mnozin& M) s opakovanim nazyvame kaZdou
neusporadanou k—tici prvki mnoZiny M, které se mohou
vyskytovat v libovolném mnoZstvi exemplafi (samozfejmé ne
vétsim nez k)

Dvé kombinace povaZujeme za rzné, pokud se lisi v poctu
exemplari nékterého prvku.

Polet kombinaci k—té t¥idy z n prvkl s opakovanim budeme
. —k
znadit C,.

Predpokldadame, Ze prvek m; je ve vybrané k—tici zastoupen
ki —krat. NezaleZi na pofadi, takZze k—tici miiZeme reprezentovat
tak, Ze nejd¥iv vezmeme k; prvkl my, pak umistime ko prvkd ms,

~ ~
ki—krat ko—krat
~

~
k prvki
VloZeni oddé&lovaéu:

ki —krit ko—kr4t n — 1 odd&lovatil
A

-

k + n—1 pozic

—k n— n+k-—1 n+k—1
Cn_Cn—i-I}—l_( n—1 )_( k )

eré vztahy kombinacnich Cisel

ekt
() ():1 pro kazdé n € Ny

N
( )O pro kazdé m €
n+m

0
k) =0 pro kazdé k € N

(n+k—1)!
k!(n—1)!
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Pascalllv trojuhelnik a Pascalova identita

Kombinagni &isla (2) miZeme srovnat do tabulky (Pascallyv
trojtihelnik)

k{01 2 3 4 5 6
0O (10 0 0 O OO
1111 0 0 0 00O
2 |12 1 0 0 00
3 (13 3 1 0 0O
4 11 4+6 4 1 00
5 |11 5 10 10 5 1 0
6 |1 6 15 20 15 6 1

— vypadd to, Ze kazdy prvek je souétem prvkil v predchazejicim
Fadku, které se nachdzeji ve stejném a predchdzejicim sloupci.

Véta D3.1 (Pascalova identita): Pro kazda dvé k,n € N plati
ny (n-—1 n n—1
k) k k—1

Kombinatorické identity

Véta D3.4 (Vandermondova identita): Pro kazd3 tfi k,m,n e N
plati

(-0 -6 06"

(Ne&které pFispévky v souctu napravo mohou byt, nap¥iklad pfi
m < k ai>m, nulové.)

Véta D3.5 : Pro kazdd dv& k,n € A plati y I
- soucet kombinacnich cisel se

n  (n—1 . n_"2 . . k—1 nz—i i stejnym rozsahem k
k) \k-1 k—1 k—1 _H} k—1

et e e o 0 . o k—1
(S¢itani potinajici (,”;) je rovnocenné se s¢itanim od (,~7),

nadbyte&né &leny jsou stejné nulové.)

Véta D3.3: Pro kazdé n € N plati

n n o
> ()
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Véta D3.4 : Pro kazdé n € N plati
d n n n n
_1\k — _ e —
20 (e) = (6) - (0) < () =
k=0

Binomicka véta

(a+ b)" = Zn: (2) 2k bk

k=0

- pfi stfidani znamének

Tento vysledek (vzorec) se oznaluje jako binomickd véta.
Kombinadni &isla se v této souvislosti oznauji také jako binomické
koeficienty.

Binomicka véta je zobecnénim klasickych vzorct typu (a + b)* za pomoci kombina¢nich technik.

Multinomicka véta

Vysledkem je multinomickd véta

n! . ;
(X1+X2+"’+Xk)n: Z il in] '|X{1X§’2"'Xik
e Jrcjer ke
Jitiate e ti=n
Hodnoty po&tli permutaci s opakovanim MT—’1M se n&kdy

oznaluji také jako multinomické koeficienty.

Plati pro libovolna x;, x», ..., Xx a prirozené n, kde se soucet provadi pres vSechny usporadané k-tice

prirozenych cisel (ny, ..., n;), jejichZ soucet je roven n. SlouZzi napf. k vypoctu souctu soucinti
kombinacnich cisel.

Zobecnéna kombinac€ni Cisla
Z navodu na vypocet kombinaéniho &isla

k &initell
N

(n) _n(n—1)..(n—k+1)

k k!

nevyplyva Zadné omezeni pro &islo n. MlZeme tedy zavést
zobecnéna kombinacni &isla jako

k Einitell
r _?(r—l)...(r—k—l—li
k) k!

pro libovolné realné r a nezdporné celé k.
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Newton(lv vzorec

(,,binomicka véta pro libovolna realna cisla®)

Véta D3.6 (Newtoniiv vzorec): Je

(x+b)y =" (;)xkb’k

k>0
pro libovolné redlné r a kazdé x, pro které |x| < |b|.

P¥i praci s timto vzorcem nestitame nikdy celou nekoneénou ¥adu, ale
vytvafime jeji €adstelné soulty

S, = Z (;)xk bk

k=0

do té doby, dokud maji jeji jednotlivé &leny (;)xkb’_k nezanedbatelné
hodnoty.

18. Rovinné grafy

Definice D4.1: Grafem nazyvame dvojici mnoZin G = (V. &)
takovych, Ze
@ mnozina V ={Vi, Vo,..., V,} je kone¢na
@ prvky mnoZiny & jsou (ne nutné viechny) dvojice
ejj = (Vi. V}) riiznych prvki z V
Prvky mnoZiny V nazyvame vrcholy grafu G,

prvky mnoZiny £ nazyvame hrany grafu G.

Je-li g = (Vi, VJ,) fekneme, Ze hrana e je incidentni’s vrcholem
Vi a vrchol V; je incidentni s hranou ej;. TotéZ se tyka vrcholu V.
Ptiklady:

nulovy graf obsahuje pouze vrcholy, ale Zddnou hranu,

trivialni’ graf obsahuje jediny vrchol, a tedy Zadnou hranu,
prazdny graf neobsahuje ani vrcholy

Grafy se zobrazuji jako obrazce v roviné. Body jsou vrcholy a jejich spojnice hrany.

Matice sousednosti — kazdy fadek odpovida jednomu vrcholu, a kaZzdé ¢islo v ném odrazi zda je
spojen s prislusnym vrcholem.



Graf se da popsat i matici sousednosti, to je takova matice S, pro
kterou je

o 1 . pokud dvojice (V;,V}) € £

Y771 0jindy
Napiiklad grafu

Vi Vo
. 01 0 00
Vs 3 odpovida 101 1 1
matice 01010
sousednosti
V) 01101
01 010

Obrazek: b&zny graf
Matice sousednosti normalniho grafu je symetrickd, s; = s;;.

Definice D4.12: V grafu G = (V. &) nazveme stupn&m vrcholu V € V
polet hran, se kterymi je incidentni.

Zapis: deg(V) = {U : {V. U} € &}

o , Uy Us
V grafu na obrazku je naptiklad
deg(Uy) = 2
deg(Ug) = 3 U?,
deg(Us) = 1
deg(Uy) = 4 Us Us
deg(Us) = 2

Obrazek: Graf Gs

Soucet vSech stupiiti vrcholt je vzdy sudy (protoZe hrana ma dva konce).
Vstupni stupeii je pocet hran které do vrcholu vstupuji.
Vystupni stupeii je poCet vychazejicich hran — vystupni stupeii a vstupni stupeii jsou si rovny.

Definice D4.13: V grafu G = (V, £) nazveme jeho skérem

libovolné uspofadanou posloupnost stupritl jeho vrcholi.
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Havllv algoritmus

Algoritmus D4.1: (Havliv algoritmus)

Q (Né&ktery z) vrchol(1) s nejvy$8im aktualnim stupném
spojime tolika hranami, kolik je jeho stupefi, s vrcholy, jejichZ
aktualni stupné jsou nejvétsi (je-li jich dostateény pocet),

@ Ve vybraném vrcholu stupeii anulujeme, v p¥ipojenych ho
snizime o 1,

© pokracujeme krokem 1) pro nové skore.

Graf existuje, pokud dosdhneme skére (0,0,...,0). Neni-li
v nékterém okamZiku krok 1) moZny, graf se zadanym skére
neexistuje.

Priklad: Zjistéte, jestli (4,4,3.2,1) je skére n&jakého grafu.

Regent:
(4 4 3 2 1)
(4 4 3 2 1)
(0O 3 2 1 0)
(0 3 2 1 0)

<

Graf neexistuje, protoZe pro vrchol stupné 3 jsou k dispozici uz
jenom dva vrcholy s nenulovymi stupni.

Specialni typy grafti

Upfny graf KC, je graf, ktery ma n
vrcholii a mnoZina jeho hran obsa-
huje vSechny pFipustné dvojice vr-
cholti, jeho potet hran je |€] = (3). Obrazek: Graf K

Bipartitni graf je takovy, Ze jeho

mnoZinu vrchold V mizeme rozdélit U
na disjunktni &asti U, VW tak, Ze ma
pouze hrany e; = (U;, W), U; € U,
W € W.

Upfny’ bipartitni graf K, , je bipartitni
graf, pro ktery |[U| = m, [W| = n a
mnoZina jeho hran obsahuje viechny
pripustné dvojice vrcholl (jeho polet
hran je |£| = mn).

- kazdy bod ma hranu s
kazdym bodem

14Y%
Obrazek: Graf K34

V¢ WV
Graf G' = (V',&’) nazveme podgra- ! \2
fem grafu G = (V, &), pokud V' C V Vs V3
af C & Pitgeme G' C G. V\

Obrazek: G C G
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V  orientovaném grafu jsou hra-
nami uspofadané dvojice vrcholi;
usporadani se geometricky zndzorfiuje

orientovanymi tseckami. Obrazek: orientovany graf
. : P

V' multigrafu se p¥ipousti, aby téZze

dvojici vrcholli odpovidalo vice hran D H

— mnozina hran tedy neni mnoZinou

dvojic vrcholll, ale kazdé hrané je dvo- L

jice vrcholl jednoznaéné pfifazena. Obréazek: Multigraf

Pseudograf miize obsahovat i hrany, V. V.
’ s s T . ’ 1 2
které odpovidaji dvojici stejnych vr-
cholli (smycky) Vi
Vy
Vg
Vi

Souvislost grafi

Definice D5.1: Sled v grafu G =
(V.€) je takova posloupnost vrcholi
ahran (vp,e1. vy, e, 1o, ..., e, Vs), Ze v 5
kazda hrana ¢; = (vj_1,v}).

Vv Ve
Pokud v grafu na obrazku
oznac¢ime o) v

1%
1

Vs 7
e1 = (v1.v3). & = (v1.%5), e3 = (w1 Obrazek: Sled
€y — (Vl.Vg). €5 — (V2 V3) C — ( ) (VQ.V7). g — (V3.V5)
eo = (v3,v), €10 = (v3,vr), e11 = (V4 vs), e12 = (va, v6), €13 = (e, v7)
bude sledem posloupnost
(v7, €13, V6, €12, V4, €11, Vs, €5, V3, €5, Vo, €6, V4, €11, Vs, €, V1)

Je-li U mnoZina vrcholl sledu a H mnoZina jeho hran, je (U, H) C G.

Definice D5.2: Tah v grafu G =
(V,€) je takovy sled, ktery obsahuje 2 v5
kaZzdou hranu z € nejvy$e jednou.

Vi Ve
Pokud v grafu na obrdzku
oznadime

€ = (Vl. V3)._ € = (Vl. V5). €3 = (Vl._ V7 Obrazek Tah

es = (vi,v8), e = (va,v3), €6 = (vo,va), €7 = (va,v7), e = (v3, v5)

eo = (v3, V), e0 = (v3,v7), enn = (va,v5), €12 = (v4, ), €13 = (vg, V7,
bude tahem posloupnost

(vg,ea,v1, €3, v7, €10, V3,61, V1, €, V5, €, V3)

(hrany tvori vektory - ,,Sipky“)

(smycky mezi vrcholy)

(smycka na jednom vrcholu)

(= posloupnost vrcholt
takova, Ze mezi kazdymi
dvéma po sobé jdoucimi je
hrana)
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Definice D5.3: Eulerovsky tah je takovy tah v grafu, ktery
obsahuje kaZzdou hranu grafu pravé jednou.

Definice D5.4: Uzavreny eulerovsky tah je takovy eulerovsky tah
v grafu, jehoZ koncovy vrchol splyva s po&ate¢nim.

Definice D5.5: Eulerovsky graf je takovy graf, ve kterém existuje
uzavreny eulerovsky tah.

V eulerovském tahu je kazdy vrchol s vyjimkou prvniho a
posledniho incidentni se dvéma ptilehlymi hranami, p¥i
vicenasobném vyskytu vrcholu je celkovy pocet hran, které jsou
v tahu s danym vrcholem incidentni, sudy (hrany se v grafu
neopakuji).

Definice D5.6: Cesta v grafu G = <SS

(V,€) je takovy tah, ktery obsahuje

kazdy vrchol z V nejvyse jednou. v Vs
(Mluvime o cesté z prvniho vrcholudo Ve
posledniho)

Pokud v grafu na obrazku V3 V7
oznatime Obrézek: Cesta

e1 = (vi.v3), & = (vi,v5), e3 = (vi,v7)

es = (vi.vg). &5 = (v2,v3). & = (V2. v4). &7 = (vo,v7). eg = (v3, v5)

€9 = (Vss V6)» €10 = (V3s V7)-. €11 = (V4-. Vs): €12 = (V4s Vﬁ)» €13 = (Vea V?]
bude cestou z vg do v5 posloupnost

(ve.es, V1. €3, V7, €10. V3. €9. V6, €12, V4. €11, Vs)

ale cestou nebude posloupnost

(Vg. €4, Vi, €3.v7, €10, V3. €1. V1, €, V5)

Definice D5.12: Hamiltonovou kruZnici v grafu G = (V. £)
nazveme takovou kruznici, ktera prochazi viemi jeho vrcholy.

Definice D5.13: Graf G = (V. &) je hamiltonovsky, pokud v ném
existuje hamiltonovska kruZnice.

Kruznice (téZ cyklus) oznacuje takovy graf, ktery se sklada z jediného cyklu — tedy uzaviené
posloupnosti propojenych vrchold. Kruznice miiZe byt orientovana i neorientovana.



19. Ohodnocené grafy

Definice D5.14: Kostrou grafu G = (V, £) nazyvame libovolny
podgraf G’ = (V,&") C G, ktery je stromem.

V- Va
V2 V5
V] Ve

Vg vy
Obrazek: Kostra grafu

Strom je graf, ktery je souvisly a neobsahuje Zadnou kruZnici.

Eulerovsky tah — Fleuryho algoritmus

Pozadavek sudosti stupiili viech vrcholl je nejen nutnou
podminkou (bez jejiho splnéni to nni moZzné)existence eulerovského
tahu v grafu, ale i pro souvislé grafy i podminkou postadujici:
KaZdy souvisly graf, jehoZ viechny vrcholy maji sudé stupng, je
eulerovsky.

Tvrzeni se dokazuje pFimou kon- “ <
strukei eulerovského tahu (Fleuryho
algoritmus), a to i neuzavieného. V2 V5
1) Najdeme (jeden ze dvou) vrcholi " Ve
lichého stupné
2a) zbyva-li jedind hrana, zafadime ji do tahu o} v (* most je hrana, ktera
2b) nebo vybereme hranu, ktera neni mostem nepatii do Zadné kruZnice)

3) a odstranime ji z pavodniho grafu Obrdzek: Fleuryho algoritmus
pokratujeme dal$im vrcholem (ten m3 ted lichy stuper)

NejkratsSi cesta

V hranové ohodnocenych grafech je kaZdé hrané e; pfifazena
nezapornd realna hodnota h; nazvana ohodnoceni hrany, naptiklad
vzdalenost mezi dvéma misty nebo doba pottebnd k jejimu
piekondni.
BéZnou ulohou je nalezeni nejkratsi cesty mezi vrcholy u, v to je
k
takovd cesta (v, ep,vi, e, ..., ek, V), pro kterou je Z h;
i=1
minimalni.

Cestu lze nahradit sledem — sled ve kterém se néjaky sled opakuje bude mit vyssi hodnotu.



Problém obchodniho cestujiciho

V hranové ohodnoceném grafu G = (V, ) najit uzavreny sled,
ktery obsahuje viechny vrcholy z V, a soulet jeho hranovych
ohodnoceni je nejmensi.

Hledani nejkratSi cesty

Ohodnoceni vrcholt

Hleddni nejkratsi cesty mezi vrcholy u, v se postupuje nasledovné:

@ vychozimu vrcholu u p¥ifadime ohodnoceni f(u) = 0, viem
ostatnim vrchollp nedosaZitelné velké ohodnoceni f(vj),
napfiklad souget ohodnoceni viech hran v grafu+1.

@ Definujeme mnoziny pouzitych a nepouzitych hran a vrcholi,
popfipadé mnoZinu zatazenych hran.Vsechny vrcholy a hrany
zafadime do mnoZiny nepouZitych.

;s

Po téchto pFipravnych krocich nasleduje samotné hledani.

Minimalizace ohodnoceni vrcholu

Q V mnoZing nepouZitych vrcholl vybereme ten vrchol m, jehoZ
ohodnocenf je nejmensi (v prvnim kroku je to vrchol u).

@ pro viechny nepouZité hrany (m, v;) uréime novd ohodnocenf
vrcholi

[£(vi)lnew = min([f (vi)]ota- f(m) + h(m. v;)) (1)

@ vrchol m a viechny hrany, které z n&j vychazeji, prefadime do
pouZitych

Q hrany, s jejichZ pomoci jsme dosahli minima v (1), zafadime
mezi zaFazené, zafazené hrany, které pfedtim incidovaly s
vrcholem v;, ze za¥azenych odstranime

@ dokud mezi pouZitymi vrcholy neni cilovy vrchol v,
pokratujeme krokem 1).

Ohodnoceni cilového vrcholu uréuje hledanou nejkratsi vzdalenost
a za¥azené hrany definuji nejkratsi cestu.

Matice sousednosti

SlouZi k najiti nejkratSi  Definujeme matici S tak, ze
cesty mezi vSemi

vrcholy soucasné. 0 proi=j

Sij = h(vj,vj) pokud hrana (v;,vj) € €
nedosaZitelnd hodnota jindy
a operace ,stitani"a & b = min(a, b)
a ,nasobeni“a®@b=a-+ b

Ma-li graf n vrcholll, najdeme nejkratsi cestu mezi vrcholy v;, v;
jako prvek matice (S”fl),j pti takto zavedeném s&itini a nasobeni. 60



Minimalni kostra grafu

Minimalni kostra ma minimum hran. V praxi lze poznatky o ni vytvorit napt. pfi tvorbé siti rozvodu
elektfiny, tam je ale taky tfeba vzit v potaz omezeni terénu.

Algoritmy
Odebiraci Kruskalliv algoritmus je nasledujici:
@ hrany srovndme sestupné podle ohodnoceni, viechny jsou na
zatatku nepouzité

© nepouZitou hranu s nejvyssim ohodnocenim:

@ odebereme, pokud je cyklickd (v aktudlnim grafu)
@ prefadime mezi pouZité, pokud je acyklicka

© opakujeme tak dlouho, dokud nezbyvaji nepouZzité hrany.

Vyt¥idéné pouZité hrany jsou mnoZinou hran hledané minmaln{
kostry grafu.

Boruvkuv algoritmus

Algoritmus v kaZzdém svém kroku propoji kaZdou komponentu s jinou komponentou pomoci
nejkratSi mozné hrany. JelikoZ Bortvkiv algoritmus vyZaduje, aby mély vSechny hrany unikatni
véhu, tak pfi propojeni komponent nikdy nemtize vzniknout cyklus.

20. Ciselné posloupnosti

Definice D6.1: Posloupnost (a) = (a1, a2, ....an[,...]) je
zobrazeni z mnoZiny p¥irozenych ¢&isel do dané mnoZiny M. Prvek
aj € M je obrazem ¢&isla j € N a nazyvdme ho j-tym &lenem
posloupnosti.

U posloupnosti navic zpravidla vyZzadujeme, aby v ni ,,nebyly diry",
tedy aby jeji defini¢ni obor obsahoval s kazdym &islem n € N i
¢islo n — 1 (pokud n # 1). Toho se da dosdhnout ve dvou
ptipadech — D(a) = {1,2,...,n}, nebo D(a) = \.

MnoZina prvkil posloupnosti miZe byt obecné libovolna, v ramci
diskrétni matematiky se budeme zabyvat ¢iselnymi posloupnostmi.

(posloupnost = fada objektii, konec¢na ¢i nekonecna, s opakujicimi ¢i neopakujicimi prvky)
Je-li D(a) ={1,2...., n}, mluvime o kone&né (n-prvkové) posloupnosti

(a) =(a1.a2..... a,) = zkracené (a;)7_,

Ze je nekonecna.
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V nekonecnych posloupnostech jsme schopni urcit kterykoliv ¢len (n-ty), a to dvéma zptisoby:

1) Pfimym vztahem potadim €lenu a jeho hodnotu: a, = f(n). Zde jsou ¢leny vyjadieny explicitné
(napf. a, = n*, a, = 1)

Definice D6.2: O posloupnosti (a;)i>1 fekneme, Ze je definovana

rekurentné, pokud } o
(1) (rekurentni = definuje

Clen na zakladé znalosti
jiného)

pro kazdé k > ng. Konenou €ast posloupnosti (a;):°,, pro kterou

platnost (1) neotekdvame, pak miZeme definovat vy&tem hodnot ay, a2,
.., an,. Tomuto vy&tu fikdme poédteéni podminky.

Priklady rekurentnich posloupnosti

@ Posloupnost (a) : a; = 1 se d4 definovat rekurentné jako
ai=1, ap=ap—1pron=>1
je mozna i plna rekurence
ap=ay+a+--+a,_1—(n—2)

tato rekurence nepotfebuje ani Zadnou poéate¢ni podminku

@ Rekurentni je i definice posloupnosti faktorialt a, = n!

ai=1, a,=n-a,_ypron>1

Na mnoZing& nekoneénych posloupnosti z télesa T zavadime
operace scitani’ posloupnosti (a) = (a;)i>1 a (b) = (b;)i>1 jako
posloupnst

(c) = (a) & (b) = (¢ = ai + bj)i>1

a pro &islo o € T a-ndsobek posloupnosti jako posloupnost

(c)=a®(@)=(c=a-a)>

Prostor nekonec¢nych posloupnosti nema bazi, protoZe neni splnén konecny pocet nasobkti danych
vektord.
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Linearni zobrazeni na prostoru posloupnosti
Castecny soucet

V matematické analyze je vyznamnym zobrazenim S(7 — T
&dsteény soulet posloupnosti

sp(a) = Z a;
i=1

a zobrazeni s, které posloupnosti (a) pF¥ifazuje posloupnost
(s) = s(a) jejich ¢astednych souttl

i
S — E aj
J=1

Linearni zobrazeni prostoru nekonecnych posloupnosti do sebe:

Je-li (€) = (¢i)i>1 € S(T) pevné dana posloupnost, je zobrazeni
Ny : S(T) — S(T) definované tak, Ze

ney(a) = (d) = (¢ - ai)iz1
linearni.
Posunuti:

Zobrazeni p, které posloupnosti (a) p¥ifadi posloupnost (b) = p(a)
s prvky
bi = aj+1

nazveme posunuti posloupnosti — posunutou posloupnost miZeme
dostat ,,odstranénim prvniho €lenu”. | toto zobrazeni je linedrni.

Diference:
P¥i popisu vyvoje systém( popsanych posloupnostmi hraje

vyznamnou roli zobrazeni, které se nazyva diferencd (znatime ho
obvykle A). Definujeme

takze
[Aa)]i = aiv1 — a;

je rozdil sousednich prvki (nasledujiciho a aktudlniho)
posloupnosti.
Vzorec pro diferenci vyssich radu:

@), = S0 (-1 (J)

j=0
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Konecna rekurence:

Definice D.3: O posloupnosti (a) fekneme, Ze je definovéna
rekurentnim vztahem k-tého Fadu, pokud
ap = f(n-.an—lean—Ze----.an—k) (1)

pro kazdé n > k.

Rekurentni vztah (1) se nedd pouZit k vypottu hodnot a; pro
i=1.2,..., k. Téchto k potitetnich podminek musime zadat
piimym vy&tem. Zbyvajici ¢leny posloupnosti jsou uz dany
vztahem (1) jednozna&né.

Diferenc¢ni rovnice

Diferen¢ni rovnice je rovnice pro neznamou posloupnost obsahujici jeji diference.

Ptiklad: Vztah
ap=2ap.1—1 (2)

je rekurentnim vztahem prvniho ¥adu; ze vzorce pro prvni diferenci

[A(a)],—1 = an — an1
vypoditame

ap = ap-1+ [A(a)]nfl
a dosadime do (2):

a1+ [A@)],, = 2ap1-1
[A@)], 1 = an1-1
A@), = a—1

DiferenZni rovnice k-tého ¥adu vyzaduje také zadani k pocategnich
podminek.

Linearni zavislost na predchazejicich ¢lenech

Je-li v rekurentnim vztahu k-tého ¥adu

a,="1(nap_1,3n_2,..., an_k)
funkce f linedrnf funkci parametrli a; proj =n—k.n—k+1,..., n—1
k
f(n,an—1,3n—2,...,3n—k) = Z ¢i(n)an—j + b(n)
j=1

linedrnim rekurentnim vztahem Fidu k. V této definici navic poZadujeme,
aby funkce cx(n) nebyla identicky nulova.
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Reseni rekurentnich vztaht

Linearni rekurentni vztah zapsany v podobé linearniho zobrazenf{
posloupnosti (a)

k
> e (P () = = (b%)

terd je pfedmetem naseho zajmu, na
. Kli¢ovou roli hraje (linedrnf) zobrazenf

0
zobrazuje posloupnost (a),
definovanou posloupnost (

t

0w —~
—_ X

b

k

L(a)=> ne (P(a)

Jj=0

Formulace dlohy v podob& L(a) = —b* ma tu pfednost, Ze v pFiznivych
ptipadech dovoluje najit explicitni vyjadfeni &lenl posloupnosti (a). To
nazyvame fesenim rekurentniho vztahu; pro nelinearni rekurentni vztahy
je takova lloha Fesitelnd zcela vyjimetné&.

Homogenni rekurentni vztahy

Dalsim krokem pf¥i ¥eSeni tlohy je nalezeni jadra zobrazeni L, tedy ¥eSeni
homogenni rovnice L(a) = —(0).

Véta D6.1: Jadro zobrazeni
k
La) =3 ne) (P (a))
Jj=0
ma dimenzi k.
Dakaz: Posloupnosti (ki), (k2), ..., (kk) definované tak, Ze

1 pro i=j
0 pro ostatnii < k, i #j

k
S cnlm)(k)im pro ik

m=1

(k)i =

jsou z jadra L a jsou linedrn& nezavislé.

Partikularni feSeni
P¥i partikuldrnim Fegenf tilohy (a,) a kanonické bazi {(k;)}, pouZité
v diikazu véty o dimenzi jadra bude

(a) = (ap) + }_ aj(ky)

Jj=1
Jsou-li dany potateéni podminky, pak pro prvnich k &lenli posloupnosti
bude platit
am = (ap)m + @ (kj)m = (ap)m +
j=1

koeficienty av,, pro m=1.2,..., k jsou tedy ureny jednozna&né.
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21. Reseni linearnich rekurentnich vztaht

U nekoneénych posloupnosti vyzadujeme, aby se dal najit
(vypotitat) libovolny ¢len. Toho se da dosahnout dvéma cestami:

@ Pomoci pfimého vztahu mezi pofadim ¢lenu posloupnosti a
jeho hodnotou: a, = f(n) (explicitni vzorec), nebo

@ pomoci pfedchazejicich ¢lent posloupnosti (a pofadi ¢lenu):
ax = f(k,a1 a0, .... ak—1) pro kazdé k > ng

O takovéto posloupnosti fekneme, Ze je definovana
rekurentné. Kone&nou &st posloupnosti (a;)™,, pro kterou
platnost vzorce neotekavame, pak definujeme vyétem hodnot
ai, az, ..., an,. lomuto vyctu rikame pocdtecni podminky.

Linearni rekurentni vztahy s konstantnimi koeficienty

Zavedeni

Posloupnost (a,),>1 €asto popisuje vyvoj hodnot sledované veli¢iny A v
diskrétnich ¢asech t,, n=1.2..... Rekurentni vztah k-tého fadu
a, =f(ap_1,3n_2,..., an_k,n)), n>k

pak vyjadfuje zavislost hodnoty veli¢iny v €ase t = n na jeji nedavné
historii popsané hodnotami a,_1, a,—>, ..., a,—x a na vn&jsich vlivech,
zahrnutych v p¥Himé zdvislosti na okamZiku n.

Rada systém(i se vyzna&uje tim, Ze jejich zavislost na historii se nem&n{ v
¢ase, pak ma rekurence podobu

a,="(ap-1,3n_2,..., 3n_k)+b(n), n>k

a je-li rekurence linedrni (coZ je také velmi Casté), pak

k
a, = Z Gan_j+b(n), n>k
Jj=1

Tuto z&vislost nazyvdme linedrnim rekurentnim vztahem Fadu k s
konstantnimi koeficienty (pfedpokladdme ¢, # 0)

Tento vyraz lze nasledovné prepsat:

k
i— k 71 Cj* = —Ck_j: Z C;kp"(a) = (b*)
=0

Vyraz na levé strané je mnohotlenem Py (p) s koeficienty ¢/ (¢ =1,
co # 0) aplikovanym na posloupnost (a). Mnohotlen Py(p) je tedy
charakteristickym linedrnim zobrazenim pro linedrni rekurentni vztah s
konstantnimi koeficienty.

Daéle hledame jadro charakteristického (linearniho) zobrazeni L a néjaké partikularni feSeni.
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Vlastni podprostor

Vé&ta D7.1: Vsechny vlastni vektory linearniho zobrazeni

f: V — V se spoleénym vlastnim &islem A, dopln&né o nulovy
vektor, tvofi podprostor ve V; tento podprostor nazyvame viastnim
podprostorem zobrazeni f (s vlastnim &islem \).

Linearni nezavislost

Véta D7.2: Jsou-li A1, Ao, ..., A,y navzdjem rlizné vlastni hodnoty
linedrniho zobrazeni f: V — V), aug, uy, ..., Uy, jim odpovidajicl
vlastni vektory, pak je mnoZina vektord U = {uj. uy, ..., u,}

linedrn& nezavisla.
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