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Abstrakt

Tento dokument obsahuje piehledné a srozumitelné vysvétleni linearni algebry pro pro-
gramatory. VSechny koncepty jsou vysvétleny pomoci pfirovnani a vizualizaci. Kazda mate-
matickd operace je doplnéna o jeji "programatorsky vyznam".
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Piednaska 1 - Uvod do matic

1 Zobrazeni (funkce)

1.1 Zakladni definice

Definice (Zobrazeni). Zobrazeni (neboli funkce) z mnoZiny M do mnoZiny N je predpis f :
M — N, ktery kaZdému prvku m € M pFiradi prdvé jeden prvek n € N. Zapisujeme n = f(m).

Poznamka (Programatorska analogie). Zobrazeni je jako funkce v programovdni:

function f(m: M): N {
return n; // pravé jedna hodnota pro kaZdy vstup

+

Definice (Vzor a obraz). Pro zobrazeni f : M — N a prvekm € M, n € N:
e Prvek m se nazyvd vzor (angl. preimage)
e Prvekn = f(m) se nazgvd obraz (angl. image)
e Mnozina f~1(n) = {x € M | f(z) =n} se nazjvd vzor prvkun

M (defini¢éni obor) N (obor hodnot)
f:M—N

f(m1) = n1, f(mz2) =na, f(m3) =ng

1.2 Dalezité pojmy

Definice (Defini¢ni obor a obor hodnot). e Definiéni obor D(f) C M: mnoZina viech
m € M, pro které je f(m) definovdno

e Obor hodnot W(f) C N: mnozZina vsech n € N, pro které existuje m € M s f(m) =n

Definice (Prosté zobrazeni (injektivni)). Zobrazeni f : M — N je prosté, pokud:

my #my = f(m1) # f(m2)
Definice (Na zobrazeni (surjektivni)). Zobrazeni f : M — N je na, pokud W(f) = N.

Definice (Bijektivni zobrazeni). Zobrazeni je bijektivni, pokud je zdrovern prosté a na.

Typ zobrazeni Matematickd podminka Programatorska analogie
Prosté Zadné dva vstupy nemaji stejny vystup Hash funkce bez kolizi
Na Kazdy prvek v N méa vzor Funkce pokryvajici cely cilovy typ
Bijektivni Obé podminky zaroven Perfect hash function
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1.3 Inverzni zobrazeni

Véta (Inverzni zobrazeni). Pro bijektivni zobrazeni f : M — N ezistuje inverzni zobrazeni
f~1: N = M takové, Ze:

e f71(f(m)) = m pro viechna m € M
e f(f~Y(n)) =n pro vsechnan € N
Priklad (Inverzni funkce). o f(z) =2z, fl(z)=2/2
o fla) =2 fHa)=Va
o f(x)=¢% fli(z)=Inx
Poznamka (Programatorska analogie). Inverzni zobrazeni je jako deifrovaci funkce:

function encrypt(data: string): string { ... }
function decrypt(encrypted: string): string { ... }

decrypt (encrypt(data)) == data // vzdy plati

1.4 SloZeni zobrazeni

Definice (Slozené zobrazeni). Pro zobrazeni f : M — N a g : N — P definujeme sloZené
zobrazeni go f : M — P predpisem:

(go f)(m) =

(g o f)(m) = g(f(m))

Definice (Identita). Identita na mnoziné M je zobrazeni idy; : M — M definované piedpi-
sem:
idps(m) =m  pro vSechna m € M

Véta (Vlastnosti identity). Pro libovolné zobrazeni f : M — N plati:
o foidy = f
o idyof=f

1.5 Priklady zobrazeni na ¢iselnych mnozinach

Priklad (Aritmetické operace jako zobrazeni). o Scitini: f :RxR =R, f(z,y)=z+y
e Ndsobeni: g :RxR =R, g(z,y) =2y

Piiklad (ReSeni rovnic). Pro pevné b, c € R:

e Rowvnice x + b= c md FeSeni x = ¢ — b (vidy existuje)
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e Rownice x - b= ¢ md FeSeni x = ¢/b (existuje pravé kdyz b # 0)
Poznamka (Programatorska analogie). Resent rovnic je jako hleddnd inverzni operace:

// S&itani a jeho inverze
function add(a: number, b: number): number { return a + b; }
function subtract(c: number, b: number): number { return c - b; }

// Nasobeni a jeho inverze (s podminkou)
function multiply(a: number, b: number): number { return a * b; }
function divide(c: number, b: number): number | null {

return b '== 0 7? ¢ / b : null;

1.6 Zbytkové tridy modulo m
Definice (Zbytkova t¥ida). Pro pevné m € N definujeme na Z relaci ekvivalence:
a=b (modm) <= m|(a—0)
Zbytkovd trida cisla a je mnoZina:
[al, ={b€Z|b=a (modm)}

Definice (Mnozina zbytk).
L ={0,1,2,....m — 1}
Kazdé celé cislo je kongruentni s prdvé jednim prvkem L, .
Priklad (Aritmetika modulo 7).
3+45=8=1 (mod?7)
3:5=15=1 (mod7)
271 =4 (protoze2-4=8=1 (mod 7))

Véta (Télesa modulo prvocislo). Je-li p prvocislo, pak Z, tvori téleso. To znamend:
e Kazdd rovnice ax = b (mod p) md pro a #Z 0 prdvé jedno Fesent
o KazZdy nenulovy prvek md inverzni prvek vzhledem k ndsobeni

Poznamka (Programatorska analogie). Aritmetika modulo je jako prdace s cyklickymi datovgmi
typy:

// Hodiny: aritmetika modulo 12
function addHours(current: number, hours: number): number {
return (current + hours) % 12;

// Hash tabulky: aritmetika modulo velikosti tabulky
function hash(key: string, tableSize: number): number {
return computeHash(key) % tableSize;

¥
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1.7 Shrnuti

Koncept Matematicky zapis Vlastnosti
Zobrazeni f:M — N Pritfazuje kazdému m € M pravé jedno n € N
Prosté mi1 # mo = f(m1) # f(ma) Zadné kolize
Na W(f)=N Pokryva cely cilovy obor
Bijektivni Prosté + na Existuje inverze
Slozeni (go f)(m)=g(f(m)) Asociativni
Identita  idps(m) =m Neutralni prvek pro skladani
Literatura

e Petr Olsak: Uvod do algebry, zejména linedrns, ISBN 978-80-01-03775-1

e Koucky: Kombinatorické metody I
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Prednaska 2 - Matematickd indukce a kombinatorika

2 Matematickad indukce a kombinatorika

2.1 Princip matematické indukce

Definice (Ptirozena ¢isla). MnoZina piirozenych éisel N obsahuje éislo 1 a pro kazdé n € N také
obsahuje n + 1. Formdlne:

e 1N
o Pokudn €N, pakn+1eN

Poznamka. Piedstavte si to jako rekurzivni funkci v programovdni: mdame zdkladni pFipad (1)
a rekurzivni krok (pFiddani 1).

Véta (Princip matematické indukee). Pokud mnozina M C N spliiuje:
1. 1 € M (zdkladni krok)
2. Pokudn € M, pakn+1¢€ M (indukéni krok)

Pak M = N.

Poznamka (Programétorskéi analogie). Matematickd indukce je jako dokazovdni, Ze funkce pra-
cuje spravné pro viechny vstupy:

// Z&kladni pfipad: funguje pro n=1

if (n == 1) return true;

// Indukéni krok: pokud funguje pro n, funguje i pro n+l
if (funguje(n)) then funguje(n+1l) musi také platit

Priklad (Dikaz pomoci matematické indukce). Twvrzeni: KaZdou matici lze pievést na horni
stuptiovity tvar pomoci Gaussovijch operact.

Definice (Horni stuphovity tvar). Matice je v hornim stupriovitém tvaru pokud:
o Kazdy nenulovy Fddek md pted prunim nenulovym prvkem vice nul neZ predchozi Tddek

o Nulové radky jsou na konci

Priklad horniho stupnovitého tvaru:

o o w
O © ~3

o O o=
S O Ot N

Diikaz matematickou indukci. Zakladni p¥ipad (n = 1): Jednotadkova matice je vzdy v hornim
stupniovitém tvaru.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze kazda matice s n fadky se da pfevést na horni stupnovity
tvar. Uvazujme matici s n + 1 rfadky:

1. Najdeme prvni sloupec s nenulovym prvkem (pivot)
2. Vyménime Fadek s pivotem s prvnim Fadkem

3. Vynulujeme sloupec pod pivotem pomoci fadkovych operaci
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Transformace matice:

0 0 ¢ i radk a b d i sod sivert a b d
a b d vymén radky 0 0 vynuluj pod pivotem 0 0 c
e f g e fyg o f 4
Aplikujeme IP
3 Podmatice n x m 1
Na zbylou n x m podmatici aplikujeme indukéni predpoklad. O

2.2 Zakladni kombinatorické principy

Definice (Ekvidominantni mnoziny). MnoZiny A a B jsou ekvivalentni pokud existuje bijekce
(vzdjemné jednoznacné zobrazeni) f : A — B.

Poznamka. Bijekce = kazZdy prvek z A se zobrazi na jinyg prvek v B a naopak. Jako hash funkce
bez kolizi.

Vé&ta (Zakladni kombinatorické principy). 1. Pravidlo souétu: Pokud AN B =0, pak |AU
B| = |A| + |B]|

2. Pravidlo souc¢inu: |A x B| = |A| - |B]

3. Dirichletiv princip: Pokud n proki rozdélime do k mnoZin, pak nékterd mnoZina obsa-
n

huje alespori [ 1] proki.

Priklad (Dirichletiv princip - holubnikovy princip). Mdme 10 holubi a 9 holubniki. Néktery
holubnik musi obsahovat alespon 2 holuby.

2 holubi!

L) Le] Ls] L] Lol Lo L7] L8] 9]

10 holubti, 9 holubniki = néktery md > 2 holuby

2.3 Princip inkluze a exkluze

Vé&ta (Princip inkluze a exkluze pro 2 mnoziny). |AU B| = |A| + |B| — |AN B

B

NnB
| Bl

|AUB| = |A| + |B| - |AN B|

Vé&ta (Princip inkluze a exkluze pro 3 mnoziny). |[AUBUC| = |A|+ |B|+|C|—|ANB|—|AN
Cl—|BNC|+|AnBnNC|
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AN BN

C
[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|
2.4 Kombinatorické vzorce

Definice (Faktorial). n!l=1-2-3-...-ns0!=1

Poznamka. Fuktoridl roste extrémné rychle - rychleji nez exponencidla!

nl|1 2 38 4 5 10
nl |1 2 6 24 120 3,628,800
2" |2 4 8 16 32 1,024

Definice (Permutace bez opakovani). Pocet usporddangch n-tic z n riznijch prvki: P(n) = n!

Priklad. Kolik zpisobi lze setadit 3 lidi? 3! = 6 zpisobii.

N
Q
=
Q

Permutace

SRS
Qraw
e QWS

-

D Gr A Lo =~

ASRS
SO S

~

Definice (Permutace s opakovanim). Pokud mdme ki proki typu 1, ke prokd typu 2, ..., kpy
prokd typu m, pak:
(kl—‘rkg—i-...—i-km)!

kil kol e oo k!
Priklad. Kolik slov lze vytvorit z pismen "MAMA"? M=2, A=2, celkem 4 pismena:

P(ky, ko, ... km) =

a_u_
2121 4
Definice (Variace). e Bez opakovdni: V(k,n) = (nﬁi'k:)' (uspotadané k-tice z n prvki)

e S opakovdnim: V(k,n) = n*

Poznamka (Programatorska analogie). Variace s opakovdnim = pocet k-cifernijch ¢isel v ¢iselné
soustaveé o zakladu n.

Piiklad (Pocet podmnozin). Pocet vsech podmnoZin n-prvkové mnoZiny je 2". KaZdou podmno-
zZinu lze reprezentovat jako bindrni vektor délky n.
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Bit A Bit B Bit C'| PodmnoZina

0 0 0 0

0 0 1 {C}

0 1 0 {B}

0 1 1 {B,C}

1 0 0 {A}

1 0 1 {A,C}

1 1 0 {A, B}

1 1 1 {A,B,C}

2.5 Shrnujici tabulka

Kombinatoricky koncept Vzorec Piiklad Programatorska analogie
Permutace bez opakovani n! Sefazeni n prvki array.sort()
Permutace s opakovanim W'km, Anagrams string.permutations()
Variace bez opakovani (nf'k)! Vybér vyboru s funkcemi combinations with order
Variace s opakovinim nk PIN kody nested loops

Kombinace

(

n

| .
k:) = 7k!(:;k)! Loterie

subset selection
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