1. Zobrazeni

Zadani z okruh: Zakladni pojmy spojené se zobrazenim: jednoznaénost, vzor, obraz,
defini¢ni obor, obor hodnot, vzor prvku, vzor podmnoziny oboru hodnot. Inverzni zobrazeni,
prosté zobrazeni. Skladani zobrazeni, identita
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Zobrazeni (f: M - N):
= Predpis, kde ke kazdému x (vzor) existuje PRAVE JEDNO y (obraz).
= Nesmi nikdy vyjit vice y
= Napf. 5+ 5 =10 (nemlze se to rovnat jesté tfeba 11 nebo 12 atd)
Jednoznaénost: Jeden vzor nesmi mit vice obrazu.
Defini€¢ni obor (Df): MnozZina vstupt
Obor hodnot (Hf): MnoZina vystupt
Vzor: Vstup, ktery jsme do zobrazeni dali
Obraz: To, co z toho vzoru vzniklo (VYSLEDEK)
Vzor prvku (f~*(y)):
= MnozZina v8ech x, které se zobrazi na konkrétni y.

Pfedstav si funkci f(z) = x* (umocfiovani na druhou):

1. Vzor prvku 9:
» Ktera Cisla po umocnéni daji 9? Jsou to 3 a —3.

- Zapis: f~(9) = {-3,3}.

Vzor podmnoziny:
= VSechny prvky z M, které se zobrazi do vybrané podmnoziny B € N

M&jme zobrazeni f(x) = z2.
» Tvoje vybrana podmnozina vysledki: {4, 9} (To jsou ty vysledky, co té zajimaji).
*  Vzor této podmno#ziny: Cisla {—2,2, —3, 3}

= Proc¢? ProtoZe vechna tato Cisla po umocnéni "vyrobi* bud' 4, nebo 9.

Prosté (injektivni) zobrazeni: Rlzné vzory maji rizné obrazy. Nemuze mit 1 obraz vice
vzoru
X

Na (surjektivni) zobrazeni: Obor hodnot je cela cilova mnozina (Hy = N).
X Y
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o Inverzni zobrazeni (f~1): Cesta zpatky. Pokud f udélalo z A - B, inverzni zobrazeni
udéla B — A.
o Skladani (f » g):
Méjme funkce: f(z) = 2zag(z) =z + 3.

 SloZeni (g o f)(z): Nejdfiv nasobis dvéma, pak prictes tfi —+ 2x + 3.

» Slozeni (f o g)(z): Nejdfiv prictes tFi, pak to celé nasobis dvéma — 2(z + 3) =
2x + 6.

o lIdentita: Zobrazeni, které neméni vstup -> 1d(5) =5

2. Teleso zbytkovych tfid s prvocCiselnym modulem

Zadani z okruh(i: Pojem zbytkové tFidy, operace séitani a nasobeni. Reseni linearnich rovnic a
jejich soustav.
o Mnozina Z, = {0,1, ...,p — 1}, kde p je prvocislo.
= Pro¢€ prvocislo? Protoze v télese musi ke kazdému nenulovému prvku existovat
inverzni prvek (déleni). Kdyby p nebylo prvocislo (napf. 4), tak existuji 'délitelé
nuly' (napf. 2-2 =4 = 0 atim padem k dvojce neexistuje inverze.
o Zbytkova trida:
= Kazdy prvek v mnoziné je zbytkova tfida
= Kdyz mame mod 5, tak nase zbytkové tfidy jsou (0, 1, 2, 3, 4)
= Napf. tfida [2]s reprezentuje Cisla, ktera maiji po déleni 5 zbytek 2 (..., 7, 12, 17,
)

o Operace:

Priklad pro Zs:

» Scitani: 3 + 4 = 7 — (zbytek po déleni 5) — 2

* Nasobeni:3 - 4 = 12 — (zbytek po déleni 5) — 2

o Reseni linearnich rovnic:
Pfiklad v Zs: Res rovnici 2z = 1.
Normalné bys fekl z = 0, 5. Ale v Zj €islo 0, 5 neexistuje.

Musi$ najit Cislo z {0, 1,2, 3,4}, které kdyz vynasobis dvojkou, zbytek bude 1.

Zkusis: 2 - 3 = 6 — zbytek po déleni 5 je 1.

Vysledek: z = 3.

o Pogcitani:
= Malé rovnice: Jde jednoduse vyreSit zkouSet dosazovat.
» Soustava: Resi se Gaussovou el. stejné jako v R, jen s&itame/nasobime modulo p.



3. Vektorovy prostor

Zadani z okruhti: Definice, vlastnosti operaci. Pfiklady vektorovych prostor( a definice operaci s

vektory v jednotlivych pfipadech.

o Definice: Mnozina prvkl (vektor(), na které mame definované 2 operace:

» Sgcitani (+)
= Nasobeni ().

= Déleni a Odc¢itani neni potfeba, protoze je to schované v scitani a nasobeni.

o Vlastnosti operaci (Axiomy):
* Pravidla pro SCITANI:
e Nezalezinaporadi:1+2=2+1
e Zavorky jsoujedno: (1+2)+3=1+(2+3)
e Nulovy vektor:1+0=1
e Opacny vektor: 1 + (-1) =0
= Pravidla pro NASOBENI:
e Roznasobovat zavorky: 2*(1 + 3) =8
e Jednotka: 2*1 =2
o Priklady vektoru:
Scitani: Prvni s prvnim, druhy s druhym.

¢ [1:2J + {314) = (4'-' ﬁ)

Nasobeni: Kazdou slozku vynasobime cislem.

5 s 2. {1, 5) = (21 10}

o Priklady matici stejnych rozméru:

1. S¢itani matic (po slozkach) Scitaji se vZdy Cisla na stejnych pozicich. Matice musi mit stejny

rozmer.

f /0 O (i Sty A 5
0 1)1 4)=lo+1 144) =1 5

2. Nasobeni matice cislem (kazdy prvek) Kazdé cislo uvniti matice se vynasobi danym

koeficientem.




Podprostor: Podmnozina vektorového prostoru, ktera je sama o sobé vektorovym prostorem (tzn.
operace s€itani a nasobeni nas nevyvedou ven). Obsahuje nulovy vektor. Je uzaviena na scitani a
na nasobeni ¢islem. Priklad: Pfimka prochazejici po¢atkem v R2.

Lidské vysvétleni:

o Definice: Je to ,hfisté“, kde plati pravidla slusného chovani. Kdyz sectete dva Cleny hfisté,
vysledek musi byt zase na hfisti. Kdyz ¢lena zvétSite/zmensSite, musi byt zase na hristi.

4. Linearni kombinace vektoru

Zadani z okruhu: Definice, linearni obal mnoziny vektort a jeho vlastnosti. Zmény v
mnoziné vektoru, které zachovavaiji linearni obal. Gaussova eliminacni metoda.

o Definice: Vektor se rovna souctu jinych vektor(, které jsou jednotlivé nasobeny koeficienty

U= auy + xallo +---+ Uy

o Linearni obal ((M)): mnozina vSech moznych linearnich kombinaci, které dokazete z
danych vektord vytvorit.

= 1 Vektor: Linearni obal je céla PRIMKA.
= 2 Vektory: Jejich linearni obal je cela PLOCHA (pokud nejsou na jedné pfimce).
= 3 Vektory: Jejich linearni obal je cely 3D PROSTOR.
o Vlastnosti:

o Musi prochazet body (0, 0, 0).

o Co se stane v podprostoru, zUstane v podprostoru (neexistuje operace, které by nas
vyhodila ven).

e Zmény zachovavajici obal:
o Vynasobeni vektoru nenulovym Cislem.

o Pricteni nasobku jednoho vektoru k druhému. (vysledek se mozna natoci jinam, ale
bude furt v roviné).

o Prohozeni vektoru.
e GEM: Gaussova eliminace neni nic jiného nez opakované délani linearnich kombinaci,

dokud se vektory ,nevycisti“.
5. Soustavy linearnich rovnic

Zadani z okruhti: Prostor linearnich rovnic o vice neznamych, soustavy se stejnou
mnozinou feseni, FeSeni soustav pomoci Gaussovy eliminace a zdldvodnéni funkénosti
metody.

o Prostor rovnic: VSechny mozné pravdivé disledky puvodniho zadani
= Napf. x+y=2

Rovnice Patii do prostoru?  Pro¢?

22 + 2y =4 B ANO Je to jen nasobek (stejna informace).

r+ 2y =2 X NE Je to nova, nezavisla informace (neda se namichat).

o Soustavy se stejnou mnozinou reseni (Ekvivalentni soustavy):



= Maji stejnou mnozinu feseni.
= Soustava rovnic o 2 neznamych.
= Stejna pravda, jen jinak napsana.

= 0 =5 (Zadné feSeni)
= 0 =0 (Nekone¢né mnoho feseni, je potfeba néjaky PARAMETR)

6. Linearni zavislost vektoru

Zadani z okruhtl: RUzné definice linearni nezavislosti. Baze vektorového prostoru. Dimenze
vektorového prostoru. Soufadnice vektoru v bazi, izomorfizmus kone¢nérozmérného
prostoru s T™. Souradnice vektoru v riznych bazich.
o Linearni Zavislost (Zavislé): Alespon jeden vektor je mozny vytvofit pomoci ostatnich,
takze tam je zbyteCny
= (1,0) (0,1) (1,1) - Ten tfeti vektor je zbyte€ny, protoze jde vyrobit po secteni
prvnich dvou.

o Linearni Nezavislost (Nezavislé): Vektory, které mifi kazdy jinym smérem. Nelze z
prvniho vyrobit druhy.

o Baze: Nejmensi pocet vektoru, se kterym |ze popsat vSechno v daném prostoru.
= Jsou to vektory, které jsou linearné nezavislé (neni tam nic navic).
= Generuji cely prostor.
= Bazi je nekonecné mnoho.
= STANDARDNI BAZE:

o Dimenze: Poget VEKTORU v bazi.
* Vroviné R? je dimenze 2
* Vroviné R? je dimenze 3
o Souradnice: Jednoznacna n-tice koeficientl vyjadfujici vektor v dané bazi.

B = (b1, b9)



o

lzomorfismus:
» Pokud jadro je 0 (nic se neztratilo) a obrazem je cely cilovy prostor
= _,Dokonalé zrcadlo®
= Splfiuje INJEKTIVNOST (Prosté) a SURJEKTIVNOST (Na) = Bijekce

7. Ciselné matice a operace

Zadani z okruhtl: Nasobeni matice vektorem, nasobeni matic. Matice prechodu. Matice
reprezentujici operace v Gaussové elimina¢ni metodé. Jednotkova matice, inverzni matice a
jeji vypocet Gaussovou-Jordanovou eliminaéni metodou. Linearni kombinace matic.

Transpozice matice. Vztahy mezi riznymi maticovymi operacemi. Blokové matice a vypocty
S nimi.

Nasobeni: Lze, pokud pocet sloupct matice A je roven pocet Fadku matice B

[}

1x10 4+ 2x20 + 3x30 1x11 + 2x21 + 3x31
4x10 +5x20 + 6x30  4x11 + 5x21 + 6x31

10+40+90 11+42+93 140 146
40+1 00+180 44+105+186 320 335

Matice prechodu:

o Slouzi k PREPOCTU SOURADNIC z baze do druhé baze
o Obsahuje ve sloupcich soufadnice vektoru jedné baze vzhledem k druhé bazi.

Zadani: Stara baze B = {(1,0), (0, 1)} Nova baze C = {(1,1),(0,1)}

Vypocet koeficientd (sloupct):

(1,0)=1-(1,1) +(-1)-(0,1)
(0,1) =0-(1,1) +1-(0,1)

Vysledna matice prechodu:




e Jednotkova matice (I): Na diagonale 1, jinde 0.

e Inverzni matice: AA™! = I. Vypocet (A|I) ~ -+ ~ (I|A71).

e Transpozice (AT): Zaména fadku a sloupcu.

e Linearni kombinace matic: Kombinace matematicky operaci (napf. 2*A — 3*B)

e Blokové matice: Matice rozdélena na podmatice. Operace se provadi jako s prvky (pokud
sedi rozméry).

e VZTAHY:

Transpozice soucinu , .
: (A-B)YT =BT. AT

Inverze souéinu ) .
(A-By1=B1'.41

Transpozice inverze

(A4) = ()"

Dvojita transpozice oy
(A7) =4

Dvoijita inverze

(A7) 1l=4

. Linearni zobrazeni

Zadani z okruhti: Definice linearniho zobrazeni, aditivni a homogenni zobrazeni. Pfipustné
operace s linearnimi zobrazenimi. Jadro linearniho zobrazeni, vlastnosti defini¢niho oboru a
oboru hodnot.
o Definice:
= Linearni zobrazeni L je funkce mezi 2 véktory, napf. U a V.
o ZachovavaL(u+v) = L(u) + L(v) a L(au) = aL(u).
Aby bylo zobrazeni L : U - V linearni, musi splnovat:
= Sg¢itani (Aditivita): L(u + v) = L(u) + L(v)
= Nasobeni (Homogenita): L(au) = aL(u).
o Pripustné operace s linearnimi zobrazenimi:
= SOUCET: (f + g)(x) = f(x) + g(x): Neboli 2x + 5x = 7x
= NASOBENI: (af)(x) = a * f(x)
= SKLADANI: (f 0 g)(x) = f(g(x)):
e Cteseto—“fpog”
e ZaleZi na poradi
e Vstup se hodi do g a vystup z toho se hodi do f
o Jédro (Ker):



= Ker(L)= {x€U|L(x)=0}.
= “Ker fika, co se vSe ztratilo”
= Je to podprostor definicniho oboru (U).
= Vzdy obsahuje aspori nulovy vektor {0}
= Zobrazeni je INJEKTIVNI pravé tehdy, kdyz v jadru lezi nula
o Obor hodnot (Im):
= Je to podprostor cilového prostoru (V).
= “Imfika, co zlstalo”
= Zobrazeni je SURJEKTIVNI, pokud obor hodnot splyva s celym cilovym
prostorem

o Plati:
» dimKer + dimlm = dimV. (dimV je Dimenze defini¢ni obor)
» Priklad:
e dim(V)=3D svét (x,y, z)
e dim(lm) = 2D (x, y — fotka na papire)
e dim(Ker) = 1D (z — ztratila se hloubka)

9. Frobeniova véta

Zadani z okruhti: (pro obecna linearni zobrazeni): Mnozina vzori daného vektoru pfi linearnim
zobrazeni. Postup hledani neznamého vzoru pfi znamém obrazu. Souvislost s feSenim soustav
linearnich rovnic.
o Definice véty:
= Rika nam, jestli ma rovnice vibec smysl
= Reseni existuje & h(4) = h(A|b)
= Hodnost matice = Hodnost rozsifené matice. Hodnost matice je maximalni pocCet
linearné nezavislych fadka (nebo sloupcl) té matice. Znacime h(A).
= 0 =5 (nema ieSeni)
= 0 =0 (nekonecné mnoho feseni)
Pokud h(A) # h(A|b): Soustava nema feseni (rovnice si odporuiji).
Pokud h(A) =

h
Pokud h(A) = h(Alb

parametry).

(A|b) = n (poéet neznamych): Soustava ma pravé jedno Feseni.
) <

n: Soustava ma nekone¢né mnoho reseni (mame volné

o Mnozina vzori daného vektoru:

M = z,+ Ker(A)

1 —9
1 0
o |9 1
3 0

= = Partikularni feSeni, neboli jeden konkrétni vzor, ktery FUNGUJE



" KEI[AJ = Jadro. To je mnozina v8ech vektorl, které se zobrazi na nulu

= M = (Jeden funkéni input) + (Cokoliv, co funkce ignoruje/vynuluje)
o Postup hledani:

. Rovnice: 2z = 6a2y = 12.

(20 '
.Matlce.( 0 2 )

. Vysledek: x = 3,y = 6.

. Vzor: Vektor (3, 6).

10. Maticova reprezentace

Zadani z okruhti: Vypocet soufadnic obrazu ze soufadnic vzoru. Konstrukce maticové
reprezentace. Maticové reprezentace operaci na linearnich zobrazenich. Zména matice pfi
zméneé bazi ve vychozim a cilovém prostoru.
o Definice: Je to pfedpis zapsany do tabulky, ktery umozniuje vypocitat linearni zobrazeni
pomoci nasobeni soufadnic.
o Vypocet souradnic obrazu ze souradnic vzoru:

A = (3 g) Maticova reprezentace zobrazeni f.

T|g = 1 : Souradnice vzoru v bazi B (vstupni data).
1

: Souradnice obrazu v bazi £ (vysledek po zobrazeni).

CD-()-61)-0)

o Zobrazeni je jednozna¢né uréeno obrazy bazovych vektort:
= Vzor (x): Vstupni vektor
= Obraz (y): Vystup
= Matice (A)

o Konstrukce matice: Popisuje vyrobu té matice z vektor(
Maticova reprezentace na lin. zobrazenich:
= (f+9)=A+B
= (@axf)=ax4A
= (fog)x)=f(g):
e Cteseto—“fpog”

e ZaleZi na poradi
e Vstup se hodi do g a vystup z toho se hodi do f
o Zména baze:



= A= Stard matice

= T = Matice pfechodu

= T =Inverzni matice pfechodu

» Proc¢ se to déla: Matice mlize byt jednodussi v jiné bazi

11. Linearni zobrazeni do sebe (Endomorfismus)

Zadani z okruhu: Vlastni €isla a vektory linearniho zobrazeni, vlastnosti vlastnich vektord.
Hlavni vektory. Elementarni metody hledani vlastnich Cisel a vektort na
konecnédimenzionalnich prostorech.
o Definice: Linearni zobrazeni, které jde do stejného prostoru
o Vlastni €islo (1):
= det(A—-AI)=0.
= Faktor, kterym se ten smér natahne.
o Vlastni vektor:
= Je to nenulovy vektor v, pro ktery plati, Ze méa furt STEJNY SMER, ale miize
ménit velikost kvuli nasobeni Cislem 4

=
Bl (A—A)v=0

o Hlavni vektory: Pokud mam malo vlastnich vektorud, doplfiujeme bazi hlavnimi vektory
o Vypocet:

(Pak se pocita determinant)

(Vlastni Cisla)

o Jordanuv retézec:

(A — A )U hlavni — Uplastni




12. Skladani endomorfismu se sebou

Zadani z okruha: Mocniny a mnohocleny z linearnich endomorfismi. Jadro z mnoho¢lenu
linearniho endomorfismu a jeho vztah ke kofendm mnohoclenu a viastnim vektoram
zakladniho endomorfismu.

o Mocniny zobrazeni f™:

“ f(f(f (f( f(x))). Prosté tu operaci zopakuje$ n-krat.
= Odpovidajici matice A™: V maticovém svété to odpovida A*A* A ™ ... *A.
» Priklad: Pokud matice A® oto¢i vektor o 90°, pak A% ho otoci o 180°, ...

o Mnoho¢élen zobrazeni:

= Matice mizeme dosazovat do rovnic jako Cisla
= POZOR: u konstant je potfeba pfidat JEDNOTKOVOU MATICI

I | AT -1-1L

dosadime A
—>

= Zakladni vzorec:

P(A) =a, A"+ -+ a1A + apl

o Jadro mnohoé€lenu: Jsou to VEKTORY, které vysledna matice VYNULUJE (odpadkovej
kos)

P(A)-v=0

o Vztah kofent k jadru: Pokud VLASTNI CISLO A vynuluje rovnici, potom i jeho VLASTNI
VEKTOR vynuluje matici.

13. Determinant

Zadani z okruht: Mozné definice a metody jeho vypoctu, geometricka interpretace.

o Definice: Cislo, co uréuje, zda se matice zvétsila/zmensila atd.

det(A) > 1 Zvétsi se (Nafoukne)
det(A)je0az1 Zmensise (Scvrkne)

det(A)=0 Zniéi se (Rozplacne na placku)

det(A) je minus  Otoéi se (Jako v zrcadle)
o det(A*B) = det(A) * det(B)
o Vzorec pro INVERZNI MATICI.

- adj(A) - Adjungovana matice: Matice sloZzena z determinanti vSech podmatic puvodni
matice



adjungovana

o Metody:
= Sarrusovo pravidlo (pouze n = 3)

= Gaussova eliminace na trojuhelnikovy tvar (soucin diagonaly).
= Laplaceuv rozvoj

4 1 2
det(A) =det|0 -1 1
1 2 1

12+ Ly Ae 12 (=12 (=1 - de 42
(—-1) 0 - det (2 1) (—1) (—1) - det 11
+ (=1)*% -1 - det (_11 ;)

=04+ (=" (=1)-24(=1)*"*.1.7
= 9.

o Geometrie:

= Matice 2x2 -> Vytvofime 2 vektory ze sloupcl a nakreslime -> OBSAH plochy je
roven determinantu

= Matice 3x3 -> Vytvofime 3 vektory ze sloupcu a nakreslime -> OBJEM télesa je
roven determinantu

= Kdyby determinant byl napf. -5, tak to nevadi, protoZze bereme ABSOLUTNI hodnotu

14. Skalarni soucin

Zadani z okruhti: Definice, vlastnosti. Norma vektoru a jeji vlastnosti. Skalarni souciny na
ruznych vektorovych prostorech. Specialné: prostor [, a vypocet skalarniho soucinu

geometrickych posloupnosti. Metricka matice a vypocet skalarniho soucinu vektord pomoci
souradnic v dané bazi. Vypocet soufadnic vektoru v dané bazi pomoci skalarniho soucinu.

o Definice:

= Operace, ktera ze 2 vektoru udéla jedno cislo (skalar)
= Pomoci toho zjistim, jestli vektory jsou na sebe kolmé (=0)

o Vlastnosti:
=  Symetrie: u*v = v*u
= Funguje roznasobovani zavorek: a*(u + v) = au + av
= Skalarni sougin vektoru se sebou samym je vzdy KLADNY nebo NULA



| |

o Norma: Il u ll= /(u, u).
= Vzdy je kladny nebo roven 0

o Prostor [,:
= [, = Nekone€nérozmérny prostor, ktery se vyuziva v pokrocilé matematice
= Pokud mame vektor, ktery ma nekoneéné mnoho slozek

o Metricka matice (G):

= Nastroj, ktery ndm umozni vypogitat skalarni sougin 2 vektor(i v LIBOVOLNE
BAZI

.

15. Uhel a ortogonalita

Zadani z okruhti: Schwartzova nerovnost, Uhel mezi vektory, specialné kolmost dvou
vektoru. Ortogonalni mnoziny a jejich vlastnosti. Gramiv-Schmidtlv algoritmus. TFi¢lenné
rekurence pro ortogonalizaci specialné konstruovanych mnozin.
o Schwartzova nerovnost:
= Velikost skalarniho sou€inu nemuze byt vétsi nez soucin jejich délek.

[(u, )| < |l - [lvll
o Uhel:
= Diky této nerovnosti vime, ze vypocCet vyjde vzdy mezi -1 a 1.
) (u,v)
Cﬂb{(f?) = ey
[l - [
o Kolmost:
» Kolmost = ORTOGONALNI
= (u,v)=0.

o Ortogonalni mnoziny:
= Mnozina vektorl, kde kazdy vektor je s kazdym kolmy
= Kazdy vektor mifi jinym smérem
o Gram-Schmidt:
= Algoritmus, ktery transformuje BAZI na BAZI ORTOGONALNI



= Vysledné vektory jsou tak kolmé
= Pokud i délky jsou jedna, jedna se 0 ORTONORMALNI BAZI

16. Optimalni aproximace

Zadani z okruhti: Vektor v podprostoru nejblizsi k danému vektoru, podstata pojmu

dané bazi, vypocet velikosti odchylky.
o Aproximace = Priblizeni (nahrazeni néceho sloZitého za néco jednodusiho)

o Vektor v podprostoru nejblizsi k danému vektoru:
= Rika se tomu ORTOGONALNI projekce

fn

o Konstrukce aproximace:
= Vlastnosti odchylky:
e Odchylka je definovana jako rozdil mezi puvodnim vektorem a jeho
projekci

-~

e=v-—v.

» Vypoéet soufadnic v OBECNE bazi:
e Pfes Gramovu matici

= Vypocet velikosti odchylky:

e Pomoci Pythagorovy véty
|E

v

v ‘
o I = Ctverec délky jeho ortogonalni projekce

. = Ctverec délky pGivodniho vektoru

2

lell = /IIvi* = I¥lI®




17. Pouziti aproximaci

Zadani z okruhti: Metoda nejmensich ¢tvercl, metoda sdruzenych gradientt, JPEG
komprese. Uplna ortogonalni mnozina v prostoru a Fourierovy fady.
o Aproximace = Priblizeni (nahrazeni néceho sloZitého za néco jednodusiho)
o Metoda nejmensich ¢tvercu:
= Reseni pfeuréené soustavy Ax = b. Obvykle nema feseni, protoze ¢ara nemuze
projit pfes vSechny body.
* Minimalizujeme pres || Ax — b |I?> a hledame nejmensi moznou chybu.
» Priklad: Mame nékolik teCek v grafu, které méli lezet v jedné pfimce, ale kvdli
chybam mérfeni, tam jsou odchylky.
» Princip: Hledame takovou pfimku, aby soucet chyb “vzdalenosti bodu od pfimky”
byl co nejmensi

-3 -2 -1 0o 1 2 3
] %

o Metoda sdruzenych gradient:
= Conjugate Gradient - Sdruzené gradienty
e Udéla prvni krok a druhy krok voli chytfe, Ze zamifi pfimo do stfedu terce
(do Fesent)
= Steepest Descent - Metoda nejvétSiho spadu
e Udéla prvni krok a pak kazdy nasledujici je kolmy. Dlouho to trva, nez

dojde k cili.
o

@

hid

M. nejvétsiho spadu M. sdruzenych gradientt

o Fourierovy fady: Rozklad slozZité funkce na soucet jednoduchych goniometrickych funkci
(sinus a kosinus — jsou na sebe kolmé a nezavislé) = Lze z nich sloZit libovolny signal.

o JPEG komprese: Vyuziva aproximaci k redukci dat (lidské oko nepozna rozdil, ale pocita¢
uSetfi data)

o Uplna ortogonalni mnozina: Je to takova mnozina vzajemné kolmych (ortogonalnich)
vektorl, ke které uz nelze pridat zadny dalSi nenulovy vektor, aby byl kolmy na vSechny
ostatni.



18. VypocCetni naroCnost

Zadani z okruhti: Pocty operaci nutné k nasobeni matice vektorem, nasobeni matic, pouziti
Gaussovy eliminacni metody a Gaussovy-Jordanovy eliminace. Strassendv algoritmus.

(@]

Matice x Vektor:

= A*v=Dh

= 0(n?.
Matice x Matice:

= A*B=C

= 0(n3).
GEM: 0(n3).
Determinant: 0(n3).

GJE:
= Je to o trochu pomalejsi nez GEM, ale fadové je to stejné
= 0(n3).
Strassenuv algoritmus:
» Algoritmus pro nasobeni matic s naro¢nosti cca 0(n?8°7).
e Mame matici 2x2
e Klasicky postup potfebuju 8 nasobeni
e Strassenlyv postup jich potfebuje 7, ale je potfeba vice scitani (které je
levné)
e Vyplati se jen opravdu pro obrovské matice.

19. Matematicka indukce

Zadani z okruhti: Princip, pouZiti.

©)

©)

O

Definice: Je to metoda, ktera dokazuje, Ze néco plati pro vSechna N

1. Zakladni krok: n = 1 (Musime ovéfit, Ze pravidlo plati pro nejmensi &islo. Poté
ovéfujeme, zda to plati i pro ostatni)

2. Indukéni krok: n = n + 1 (Poté ovéfujeme, zda to plati i pro ostatni)
REKURZE: Napf. v programovani mizeme naprogramovat funkci FAKTORIAL, kde
pouzivame rekurzi (Funkce vola sama na sebe, dokud nenarazi na nejmensi Cislo)
Pouziti:

n(n+1)

= Gaussovsky soucet = Il
=V programovani se to pouziva napf. u REKURZI

k(k+1
1+243+---+k= (;r )

14243+--+k+(k+1)= 5

k(k + 1) (k+1)(k +2)
- p
0=0

+(k+1)=



20. Pravidla kombinatoriky

Zadani z okruhti: Pravidlo souctu, soucinu, princip inkluze a exkluze. Dirichlettv princip.

o Pravidlo soucinu:

|A x B| = |A|-|B|

» PFiklad: Mam 3 tricka a 5 kalhot. Mohu z toho vytvofit 3 x 5 = 15 outfitd.
o Pravidlo souctu:

40 B =4+ B

» Priklad: Mam penize na jedno jidlo a mohu si vybrat ze 3 polivek nebo 5 hlavnich
jidel: 3 + 5 = 8 mozZnosti.
o Princip inkluze a exkluze:

|[AUB| = |A| +|B| - |AN B

= P¥iklad: Ve tfidé je 20 programatoru, 15 z nich umi Python a 10 z nich umi Javu.
Kolik lidi umi OBA jazyky?

= 15+ 10 = 25 (to je vétSi nez 20, musime z vysledku odecist pocet lidi)

= 25-20=5

o Dirichletlv princip:

» n+ 1 predmétd do n pfihradek = aspon jedna pfihradka ma 2 pfredméty.

» Priklad: Mam 13 studentd, takze je 100% Sance, ze se néktéfi narodili ve stejny
meésic (n + 1 = 13 studentd, n = 12 mésicu)

21. Kombinatorické vypocty

Zadani z okruhti: Variace, permutace a kombinace bez opakovani a s opakovanim.
Kombinatorické identity, Pascallv trojuhelnik, Pascalova Identita. Binomicka véta.
Zobecnéna kombinacni Cisla, Newtonlv vzorec.

o Variace:

= n =pocet prvkl
k = kolik
Priklad: Bézi 10 lidi, a 3 dostanou medaili (10! / 7')
ZALEZi NA PORADI
o Permutace:
= P(n) =n!- poradi.
= Napf. mam 5 lidi vedle sebe, kolika zplsoby je muzu sefadit? = 5!
o Kombinace (bez opakovani):




= NEzalezi NA PORADI, vysledek je stejny
= Prfiklad: Sportka
Kombinace (s opakovanim):

(n—l—kz—l)  (n+k-1)

k k!(n — 1)!

» Priklad: 3 druhy zmrzliny, chceme 2 kopecky. Zmrzliny miZzeme opakovat.
Pascallv trojuhelnik:

(o -+ b) AN 10" + 4a°b + 6a’b’ + 4ab° + 1b°

Pascalova IDENTITA:
= Matematicky zapis, jak funguje scitani v P. trojuhelniku

(i) = (") + (i)

Binomicka véta:
= Vzorec, ktery ukazuije, jak efektivné vypocitat pomoci P. trojuhelniku napf.

Zobecnéna kombinacéni éisla:
* n=mize byt klidn& REALNE &islo

Newtonuiv vzorec:
» Plati jen, kdyz |x| je < 1. Kdyby to bylo velké, fada by $la do NEKONECNA

10,5
= Vzorec, ktery ukazuje, jak efektivné vypoditat napf. (1 + ‘L)

neni celé Cislo (mize byt i zaporné)

i kdyZz mocnina



22. Ciselné posloupnosti

Zadani z okruhti: Prostor €iselnych posloupnosti. Linearni zobrazeni na prostoru €iselnych
posloupnosti. Rekurentné definované posloupnosti. Rekurence kone¢ného fadu, diferencni
rovnice. PocateCni podminky. Linearni rekurentni vztahy kone¢ného fadu.
o Definice:
= Zobrazeni N — R.
= Nekonecny seznam Cisel

= Pokud je to linearni zobrazeni, plati pro né:
Aditivita: A(a + b) = Aa + Ab

S Homogenita: A(5-a) =5-Aa
o Linearni zobrazeni:
» Posun (Shift): S(a,) = a,4, (Zahod prvni prvek a posuri se dal)
= Diference: 4a, = a,,.; — a,, (Pocita zménu mezi sousedy)
o Rekurence: Rovnice L(a,) = 0.
= Je to néco jako Fibonacci
= Pravidlo, jak vypocitat dalSi ¢len, kdyz nezna$ ten pfedchozi

Gni2 = Gpi1 + @, (Fibonacci).

o Rekurentné definovana posloupnost: Nefika nam rovnou, jaky je vysledek, ale Fika, jak
se k nému dostat z pfedchoziho kroku

Anpe] = @y + 3 (Vztah)

a1 = 2 (Pocatecni podminka - stojime na Cisle 2)

Poéateéni podminky: Cislo zadané na zagatku. Nutné pro jednoznaénost Fedeni
o Linearni rekurentni vztahy koneéného radu:
» Pokud vysli 2 kofeny JINAK:

ap =C1-(A)" + Ca-(A2)"

= Pokud vysli 2 kofeny STEJNE:

23. Reseni linearnich rekurentnich vztaho

Zadani z okruhu: Linearni rekurentni vztahy s konstantnimi koeficienty. Charakteristicky
mnohoclen rekurentniho vztahu. Vlastni €isla a vlastni hlavni vektory posunuti posloupnosti,



realné posloupnosti generované dvojicemi komplexné sdruzenych vlastnich &isel. Reseni
nehomogennich rekurenci se specialnimi pravymi stranami.

anp = 2ap_1 + 3ap_2 — 12

o Koeficienty: to jsou ty Cisla pfed ,a“ takze (2, 3)
o Charakteristicky mnohoclen:

o Vlastni Cisla:
(A—=3)(A+1) =0.VyjdetiA; =3alr, =—1.

o Vlastni hlavni vektory:
= To se déla, pokud nam vyjdou 2 stejné koreny
= Pokud mas nasobny kofen, jeden vektor je 3", ale druhy ti chybi. Musi$ ho
vyrobit uméle jako (3" * n)
o Posloupnosti generované dvojicemi komplexné sdruzenych vlastnich Cisel:
= Kdyby DISKRIMINANT byl 0 nebo zaporny
= Misto 3" by se tam dali SINUS a KOSINUS
o Reseni nehomogenni &asti (Co s &islem na konci?):
= Tojeta-12 nakonci
= Homogenni: Kdyby tam byla 0
= Nehomogenni/Partikularni: To je ta -12 na konci

Dosadime ¢ misto vSech a,,:

c=2c+3c—12

VyreSime rovnici pro c:

Nase partikularni reseni je 3.

24. Rovinné grafy

Zadani z okruhti: Zakladni pojmy, incidence, matice sousednosti. Skére grafu, Havl(v
algoritmus. Souvislost grafli — sled, tah, cesta. Specialni typy grafu. Eulerovské a
hamiltonovské grafy.

o Rovinné grafy: To je graf, ktery Ize nakreslit na papir, aniz by se kfizily hrany

o Zakladni pojmy: Vrcholy V, hrany E.



Incidence: Vztah, ktery nam fika, jestli hrana je napojena na vrchol. Casto se z toho tvofi
MATICE INCIDENCE.
Matice sousednosti: Ta nam ukazuje, zda napf. vrchol A a B spolu sousedi.
Skére grafu: Pocet hran, kolik je napojenych na vrchol.
Havluv algoritmus: Zjisti, zda jde z posloupnosti vytvofit graf.

» Maze se vzdy nejvétSi prvek a poté se od kazdého Cisla odebere 1. Tohle se

opakuje nékolikrat.

» Pokud v posloupnosti zbydou jen 0, graf Ize vytvofit.
Souvislost:

= Sled: Posloupnost vrcholl a hran (mohou se opakovat).

= Tah: Neopakuji se hrany (kresleni domecku jednim tahem).

= Cesta: Neopakuji se vrcholy.

Nazev  Opakovani hran?  Opakovanivrchold?  Prisnost

Sled ® ANO ® ANO Zadna
Tah NE # ANO Stredni

Cesta NE Nejvyssi

Eulerovsky graf: Tah, ktery projde kazdou HRANOU pravé jednou a vratis se zpét.
Existuje, pokud maiji vrcholy sudy stupen (Sudy pocet hran).

Eulerovsky tah: Napfiklad kresleni domecku jednim tahem

1

o Hamiltonovsky graf: Obsahuje kruznici prochazejici vSemi VRCHOLY.




25. Ohodnocené grafy
Zadani z okruhti: Optimaliza¢ni algoritmy — minimalni kostra, nejkratsi cesta.

e Hrany maji ohodnoceni w: E — R. (kazdé hrané je PRIRAZENO realné &islo)

e Miniméalni kostra: Podgraf, ktery je stromem, obsahuje v8echny vrcholy a ma minimalni
soucet vah. Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruZznici.

o Boruvkiv/Kruskalav algoritmus: Spojovani VSECH vrchol(i nejlevngji hranou.
¢ Nejkratsi cesta: Cesta z u do v s minimalnim souctem vah.
o Dijkstrav algoritmus: Hleda nejkratsi cestu ze startu do cile

Zoures noda

——
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