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1 Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = 32° — 9ay + 3y°

Nejprve vypocitame parcialni derivace prvniho fadu:

of _ o
%—9x 9y
of = —9z + 9y
y

Nasledné polozime vysledky parcialnich derivaci rovno nule, protoze gradient v
extrému musi byt nula, a vysledek z parcialni derivace podle = vyjadifime do
parcialni derivace podle y, takto ziskame stacionarni body:

of.
Pro 3

92> -9y =0 = 92° =9y — y = 2*

Pro .
92t —9r =0 = 92(2* - 1) =0 = 9z(z - 1)(2* +2+1) = 0.

Mame dva stacionarni body [0,0] a [1,1] (diskriminant kvadratické rovnice je —3,
takze rovnice nemad redlné reSeni), zde mize a nemusi byt extrém (stacionarni
body jsou v bodech, ve kterych jsou derivace nulové nebo neexistuji). Pro tyto
podezielé body pouzijeme vypocet podle kvadratickych forem. Pro tento postup
pouzijeme druhé derivace.

Definice kvadratické formy

Necht a;; € R pro i € {1,...,n}, j € {1,...,i}. Rekneme, Ze kvadratickd forma
(funkce)

n i—1

Q(zx) = Z&iﬂ? + 22 Z a;zix; (T =|[z1,-..,Zxa])

i=1 j=1

je pozitivné definitni, jestlize Q(x) > 0 pro vSechna x # [0, ..., 0]. Kvadratickd forma
@ je pozitivné semidefinitni, jestlize Q(z) > 0 pro vSechna z € R" a existuje-li bod
x #10,...,0] tak, ze Q(z) = 0. Kvadratickd forma @ je negativné definitni, jestlize
Q(z) < 0 pro vSechna x # [0, ..., 0]. Kvadratickd forma @) je negativné semidefinitni,
jestlize Q(z) < 0 pro v8echna x € R" a existuje-li bod x # [0,. .., 0] tak, ze Q(x) = 0.
A existuji-li body y, z € R" tak, ze Q(y) < 0 a Q(z) > 0, fikdme, ze kvadratickd forma
() je indefinitni.




Postacujici podminka pro lokalni extrém

Necht m4 funkce f : R — R v bodé ¢ € R" spojité viechny parcidlni derivace druhého
fadu a necht jsou v tomto bodé vSechny parcidlni derivace prvniho fadu rovny nule.
Sestrojme kvadratickou formu

Q(h) = iihihéﬂ—f(c) kde h € R™.

J
= =i 0z;0x;

Potom plati:
e Je-li () pozitivné definitni, ma funkce f v bodé ¢ ostré lokalni minimum.
e Je-li () negativné definitni, ma funkce f v bodé c ostré lokalni maximum.

e Je-li Q indefinitni, nema funkce f v bodé c¢ lokdlni extrém.

Pro bod [0,0]:

Pro bod [1,1]:

b 2
Q(a,b) = 18a* — 18ab + 18b* = 18 ((@ _ 5) 4 %g)

Z vysledkti mtazeme usoudit ze:

e V bodé [0,0] je kvadratickd forma indefinitni (protoze obsahuje jen bilinearni ¢len bez
kvadratickych ¢leni) = nemd lokalni extrém

e V bodeé [1,1] je kvadratickd forma pozitivné definitni (upraveno na dva ¢tverce s kladnym
znaménkem) = v bodé je lokalni minimum



2 Najdéte absolutni extrémy funkce f(z,y) = 2y na mnoziné 2> +
2
y= < 2

Nutna podminka pro vazany extrém

Necht funkce f,g : R® — R maji na okoli mnoziny M = {x € R" : g(z) = 0}
spojité parcidlni derivace prvniho fddu. Déle necht v kazdém bodé mnoziny M je
alespon jedna parcialni derivace prvniho fadu funkce ¢ ruzna od nuly. Ma-li funkce
f v bodé a € M lokélni extrém v mnoziné M, pak existuje konstanta \ (Lagrangeuv
multiplikator) tak, ze pro Lagrangeovu funkci

F(z) := f(z) + Ag(x)
jsou v bodé a splnény rovnice

oF
aﬂfi

(a) =0proie{l,2,...,n} ag(a) =0.

Urc¢ime si prvni derivace (hleddme podezielé body na lokdlni extrém v zadané
mnoziné) a Lagrangeovu funkci (hleddme podezielé body na vazany extrém na
hranici mnoziny). Prvni derivace polozime rovno nule a najdeme podeziely bod
na lokalni extrém: [0,0].

OF _ _0 9 _,_
a)ax—y—o,ay—x—Oi[0,0]

b)L(w,y,A) = zy + A2® +y* — 2)
Nasledné uréime parcialni derivace vytvorené Lagrangeovy funkce podle x a y.

OL

— = 2\
o7 Y+ 2Ax
oL

— = 2\
9y T+ 2AY

Vysledky polozime rovno nule a rovnice od sebe odecteme, tim se zbavime .
Pro Gspésné odecteni musime rovnice vynasobit chybéjicim prvkem u A slozky.

y+22x=0/-y
—r+2\y=0/-x
2 — 22 =0
(y—z)(y+2)=0 = y = tuz.



oL
Nasledné mtzeme dosadit do vazby — = z* + y> — 2 = 0, ktera urc¢uje mnozinu,

na které absolutni extrémy hledame.

2422 =2
27% =2
=1
T1,0 = E1

Pripominka

Pokud vysledkem parcidlnich derivaci nebude takto jednoducha soustava rovnic a
nepujde to jednoduse odecist, je mozné vyjadrit x a y z jejich parcidlnich derivaci
a dosadit poté do parcidlni derivace pouze podle A\. Timto ziskdme jednu rovnici o
jedné neznamé A. Vzniklé vysledky néasledné dosadime zpét do vyjadienych rovnic
podle x a y a zjistime tak vzniklé podezielé body.

A nakonec spocteme funkéni hodnoty v nalezenych podezielych bodech:

Z vysledku funkénich hodnot muzeme usoudit, ze v bodé [1,1] a [-1, —1] je abso-
lutni maximum a v bodé [1,—1] a [—1,1] je absolutni minimum.



3 Vyieste diferencidlni rovnici zy’ = 23> + 8y + 8, y(1) = 1

Upravime diferencialni rovnici na jednodussi tvar a pred provedenim separace
proménnych uré¢ime podminky:

dy 2
2 =2 2
S (y+2)

x#0
y7# 2

Tim dostaneme konstantni feSeni zadané rovnice y = —2, které bohuzel nevy-
hovuje pocatecni podmince. Tudiz se jako vysledek nepocita.

Nasledné upravime a zintegrujeme obé strany pro y # —2 a y # 0:

[orm=2%

—1
—— =2In|z|+C
y+2

Dosadime poc¢ateéni podminku a uréime konstantu C:

1 1
—~=2In1+C C=—
3 nl-+ — 3

Nakonec dosadime konstantu, zjistime podminky a uréime, na jakém intervalu
existuje feSeni diferencialni rovnice. = > 0, protoze pocatec¢ni podminka je vpravo
od nuly a mtzeme tedy odstranit absolutni hodnotu.

1 1
— =2Inz — -
Yp + 2 3
1
=—-—2lnx
ypt+2 3
1 1
(yp+2):m pI‘Og—anl'?éO

1 1
5—21n$7é0 = lnx%g = x%eé
3

:m—Z,ZEE (0,66)

Yp



4 Reste diferencidlni rovnici y” + 9y = cos(2z)e’”

Ze zadani si urcime nékteré proménné z pravé strany rovnice, které se budou
hodit béhem nasledujicich vypocti.

Plz)=1 = Q(z)=A
exp=¢e*" —= a=3

gon =cos2x — (=2

Nejprve hledame teSeni homogenm’ rovnice (pravou stranu diferencidlni rovnice
nahradime nulou) ve tvaru ¢, po dosazeni a tpravich dostaneme charakteri-
stickou rovnici:

M4+9=0
A =-9
A\ = +3i

Reseni homogenni rovnice odpovidajici A = a=+bi je y, = ¢**(C} sin(bx) 4 Cy cos(bx)),
takze rfeSenim homogenni rovnice je:

= e (Cy sin(3z) + Cy cos(37))
yn = C1sin(3z) + Cy cos(3x)

Déle hleddme partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru e(*)7zmQ(x),
kde m je ndsobnost kotfene o+ i v charakteristickém polynomu (mélo by to tedy
byt bud nula nebo jedna) a pravou stranu nahradime redlnou ¢asti komplexni
exponencidly e 8z,

V nasem piipadé m = 0; Q(z) je vzdy stejného Fadu jako P(z). Partikuldrni feseni
je tedy ve tvaru e®+2)720Q(z), musime spoéitat jeho druhou derivaci, abychom ji
mohli dosadit do zadani

Yy = e(3+20)z .0 4

Yy = e(3+20)z 4

Yy, = 32T (3 4 27) A

yy = e®07(3 4 2i)(3 + 20) A

yy = @5 4 12i) A



Nyni dosadime do puvodniho piedpisu diferencialni rovnice. Partikularni feSeni
dosazujeme do zadani, kde na pravé strané exponencialu a goniometrickou funkci
nahradime za e(®t#),

e(3+2i)m<5 + 122)[4 + 9(6(3+2i):pA) — e(3+2i):p / . e(3+2i)z
(5+12i)A+ 94 =1
A(14+12i) = 1
1

T 14+ 12i
1 14—12

T 1411214 —12i
14-12i 7 —6i
A: p—
340 170

’, ~ ~ oo . . Zx _ . . , ~ ~ , e
Po tpravé pouZijeme na y, identitu ¢’ = cos(Bx) +isin(Sz). Obecné Feseni je pak
soucet homogenniho feseni a imaginarni ¢asti partikularniho feSeni pro rovnice
se sinem (nebo redlné ¢asti partikularniho feSeni pro rovnice s kosinem).

Ny — 61
_ (3+2d)z
Up ye<e 170 )

7 — 61
o 3z ..
=R <e (cos(2z) + isin(2x)) 0 )
7 — 06t

7 — 06t
= 3R ( 70 ! cos (2x) + 1 70 sin (21‘))

170 170
_ <7COS (2x) N 6 sin (2x)>

7 — 61 71+ 6
:egx%< Z(:08(2;16)—1— L sin(2;1:)>

170 170
40 7 COS (22) + 6sin (22)

= y = Csin(3z) + Cycos(3z) + e 70




5 Integrujte funkci f(z,y) = 1—|—m pres oblast urcenou trojahelnikem
s vrcholy: [4,—1],[0,0], [2,0].

Nejprve musime zjistit hranice integralu, trojihelnik si nakreslime. Skoro vzdy
je potieba rozdélit si trojihelnik na dva dily a integrovat zvlast. Idedlni je,
pokud je néjaka strana trojihelniku rovnobézna s jednou z os, protoze pak neni
déleni trojuhelniku nutné a vystacime si s jednim integralem.

Z obriazku miuZzeme vycist, ze jedna strana lezi pfimo na ose xr, miuzZeme tedy
integrovat nejprve podle z a potom podle y a budeme mit jen jeden integral.
Meze pro y budou nasledovné:

y=-1
y=0

Obecna rovnice pirimky - vypocet

Méjme body X = [0,1] a Y = [2,3]. Vypocitame smérovy vektor v a z néj urcime
normalovy vektor n.

v((2-0),(3-1))

n(3-1),—-(2-0)) = n(2,-2)

Nasledné do obecné rovnice piimky az + by + ¢ = 0 dosadime za a a b hodnoty z
normalového vektoru a za x a y dosadime soutadnice napiiklad prvniho bodu.

ar +by+c=0
2 —2y+c=0
—2.0—-2:-1+¢c=0 = ¢c=2

A obecné rovnice piimky prochazejici body X = [0,1] a Y = [2,3] je 22 — 2y +2 = 0.




Meze integrace pro x uréime z rovnic prislusnych piimek. Zbyva nam tedy zjistit
rovnice piimek mezi body [0,0]; [4,—1] a [2,0]; [4, —1]

Pro [0,0]; [4, —1]
Pro [2,0]; [4, —1]

LT
= —2y+2

Mame tedy urcené integracni meze a muzeme slozit integral. Vnéjsi integral je
podle y a druhy, ten vnitfni, je podle x.

0 72y+2 1
1+ dxd
/_1/_4y (2x + 3y + 4)? Loy

Vypocitame:

0 1 T=—2y+2
= — d -
/_1 [“ 2<2x+3y+4>L4y /
1
2

1 1 1
443y—8y 24+3y+22—2)

0 1 1 1 1
= 2y+2+ - - = dy =

1 1 0
— |2+ 2— —Inld— “lnl|8 — —
-4 n | 5y\+2n|8 Y| 3

dy =

1 1 1 1
2 — — _ —_— — —_— e
0°4+0—-(1-2) N In4 + 10 In9 + 21n8 21r19
1.4 1 8
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