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1 Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 3x3 − 9xy + 3y3

Nejprve vypoč́ıtáme parciálńı derivace prvńıho řádu:

∂f

∂x
= 9x2 − 9y

∂f

∂y
= −9x+ 9y2

Následně polož́ıme výsledky parciálńıch derivaćı rovno nule, protože gradient v
extrému muśı být nula, a výsledek z parciálńı derivace podle x vyjádř́ıme do
parciálńı derivace podle y, takto źıskáme stacionárńı body:

Pro ∂f
∂x
:

9x2 − 9y = 0 =⇒ 9x2 = 9y =⇒ y = x2

Pro ∂f
∂y
:

9x4 − 9x = 0 =⇒ 9x(x3 − 1) = 0 =⇒ 9x(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0.

Máme dva stacionárńı body [0, 0] a [1, 1] (diskriminant kvadratické rovnice je −3,
takže rovnice nemá reálné řešeńı), zde může a nemuśı být extrém (stacionárńı
body jsou v bodech, ve kterých jsou derivace nulové nebo neexistuj́ı). Pro tyto
podezřelé body použijeme výpočet podle kvadratických forem. Pro tento postup
použijeme druhé derivace.

Definice kvadratické formy

Nechť aij ∈ R pro i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , i}. Řekneme, že kvadratická forma
(funkce)

Q(x) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

n∑
i=1

i−1∑
j=1

aijxixj (x = [x1, . . . , xn])

je pozitivně definitńı, jestliže Q(x) > 0 pro všechna x ̸= [0, . . . , 0]. Kvadratická forma
Q je pozitivně semidefinitńı, jestliže Q(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ Rn a existuje-li bod
x ̸= [0, . . . , 0] tak, že Q(x) = 0. Kvadratická forma Q je negativně definitńı, jestliže
Q(x) < 0 pro všechna x ̸= [0, . . . , 0]. Kvadratická forma Q je negativně semidefinitńı,
jestliže Q(x) ≤ 0 pro všechna x ∈ Rn a existuje-li bod x ̸= [0, . . . , 0] tak, že Q(x) = 0.
A existuj́ı-li body y, z ∈ Rn tak, že Q(y) < 0 a Q(z) > 0, ř́ıkáme, že kvadratická forma
Q je indefinitńı.
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Postačuj́ıćı podmı́nka pro lokálńı extrém

Nechť má funkce f : Rn → R v bodě c ∈ Rn spojité všechny parciálńı derivace druhého
řádu a nechť jsou v tomto bodě všechny parciálńı derivace prvńıho řádu rovny nule.
Sestrojme kvadratickou formu

Q(h) =
n∑

i=1

n∑
j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj

(c) kde h ∈ Rn.

Potom plat́ı:

� Je-li Q pozitivně definitńı, má funkce f v bodě c ostré lokálńı minimum.

� Je-li Q negativně definitńı, má funkce f v bodě c ostré lokálńı maximum.

� Je-li Q indefinitńı, nemá funkce f v bodě c lokálńı extrém.

∂2f

∂x2
= 18x

∂2f

∂y2
= 18y

∂2f

∂x∂y
= −9

Pro bod [0,0]:
Q(a, b) = −18ab

Pro bod [1,1]:

Q(a, b) = 18a2 − 18ab+ 18b2 = 18

((
a− b

2

)2

+
3

4
b2

)

Z výsledk̊u můžeme usoudit že:

� V bodě [0,0] je kvadratická forma indefinitńı (protože obsahuje jen bilineárńı člen bez
kvadratických člen̊u) =⇒ nemá lokálńı extrém

� V bodě [1,1] je kvadratická forma pozitivně definitńı (upraveno na dva čtverce s kladným
znaménkem) =⇒ v bodě je lokálńı minimum
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2 Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = xy na množině x2 +
y2 ≤ 2

Nutná podmı́nka pro vázaný extrém

Nechť funkce f, g : Rn → R maj́ı na okoĺı množiny M = {x ∈ Rn : g(x) = 0}
spojité parciálńı derivace prvńıho řádu. Dále nechť v každém bodě množiny M je
alespoň jedna parciálńı derivace prvńıho řádu funkce g r̊uzná od nuly. Má-li funkce
f v bodě a ∈ M lokálńı extrém v množině M , pak existuje konstanta λ (Lagrange̊uv
multiplikátor) tak, že pro Lagrangeovu funkci

F (x) := f(x) + λg(x)

jsou v bodě a splněny rovnice

∂F

∂xi

(a) = 0 pro i ∈ {1, 2, . . . , n} a g(a) = 0.

Urč́ıme si prvńı derivace (hledáme podezřelé body na lokálńı extrém v zadané
množině) a Lagrangeovu funkci (hledáme podezřelé body na vázaný extrém na
hranici množiny). Prvńı derivace polož́ıme rovno nule a najdeme podezřelý bod
na lokálńı extrém: [0, 0].

a)
∂f

∂x
= y = 0,

∂f

∂y
= x = 0 =⇒ [0, 0]

b)L(x, y, λ) = xy + λ(x2 + y2 − 2)

Následně urč́ıme parciálńı derivace vytvořené Lagrangeovy funkce podle x a y.

∂L

∂x
= y + 2λx

∂L

∂y
= x+ 2λy

Výsledky polož́ıme rovno nule a rovnice od sebe odečteme, t́ım se zbav́ıme λ.
Pro úspěšné odečteńı muśıme rovnice vynásobit chyběj́ıćım prvkem u λ složky.

y + 2λx = 0 / · y
−x+ 2λy = 0 / · x

y2 − x2 = 0

(y − x)(y + x) = 0 =⇒ y = ±x.
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Následně můžeme dosadit do vazby
∂L

∂λ
= x2 + y2 − 2 = 0, která určuje množinu,

na které absolutńı extrémy hledáme.

x2 + x2 = 2

2x2 = 2

x2 = 1

x1,2 = ±1

Připomı́nka

Pokud výsledkem parciálńıch derivaćı nebude takto jednoduchá soustava rovnic a
nep̊ujde to jednoduše odeč́ıst, je možné vyjádřit x a y z jejich parciálńıch derivaćı
a dosadit poté do parciálńı derivace pouze podle λ. T́ımto źıskáme jednu rovnici o
jedné neznámé λ. Vzniklé výsledky následně dosad́ıme zpět do vyjádřených rovnic
podle x a y a zjist́ıme tak vzniklé podezřelé body.

A nakonec spočteme funkčńı hodnoty v nalezených podezřelých bodech:

[0, 0] =⇒ f(0, 0) = 0

[1, 1] =⇒ f(1, 1) = 1

[1,−1] =⇒ f(1, 1) = −1

[−1, 1] =⇒ f(1, 1) = −1

[−1,−1] =⇒ f(1, 1) = 1

Z výsledk̊u funkčńıch hodnot můžeme usoudit, že v bodě [1, 1] a [−1,−1] je abso-
lutńı maximum a v bodě [1,−1] a [−1, 1] je absolutńı minimum.
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3 Vyřešte diferenciálńı rovnici xy′ = 2y2 + 8y + 8, y(1) = 1

Uprav́ıme diferenciálńı rovnici na jednodušš́ı tvar a před provedeńım separace
proměnných urč́ıme podmı́nky:

x
dy

dx
= 2(y + 2)2

x ̸= 0

y ̸= −2

T́ım dostaneme konstantńı řešeńı zadané rovnice y = −2, které bohužel nevy-
hovuje počátečńı podmı́nce. Tud́ıž se jako výsledek nepoč́ıtá.

Následně uprav́ıme a zintegrujeme obě strany pro y ̸= −2 a y ̸= 0:∫
dy

(y + 2)2
= 2

∫
dx

x

−1

y + 2
= 2 ln |x|+ C

Dosad́ıme počátečńı podmı́nku a urč́ıme konstantu C:

−1

3
= 2 ln 1 + C =⇒ C = −1

3

Nakonec dosad́ıme konstantu, zjist́ıme podmı́nky a urč́ıme, na jakém intervalu
existuje řešeńı diferenciálńı rovnice. x > 0, protože počátečńı podmı́nka je vpravo
od nuly a můžeme tedy odstranit absolutńı hodnotu.

− 1

yp + 2
= 2 ln x− 1

3

1

yp + 2
=

1

3
− 2 lnx

(yp + 2) =
1

1
3
− 2 lnx

pro
1

3
− 2 lnx ̸= 0

1

3
− 2 lnx ̸= 0 =⇒ lnx ̸= 1

6
=⇒ x ̸= e

1
6

yp =
3

1− 6 lnx
− 2, x ∈ (0, e

1
6 )
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4 Řešte diferenciálńı rovnici y′′ + 9y = cos(2x)e3x

Ze zadáńı si urč́ıme některé proměnné z pravé strany rovnice, které se budou
hodit během následuj́ıćıch výpočt̊u.

P (x) = 1 =⇒ Q(x) = A

exp = e3x =⇒ α = 3

gon = cos 2x =⇒ β = 2

Nejprve hledáme řešeńı homogenńı rovnice (pravou stranu diferenciálńı rovnice
nahrad́ıme nulou) ve tvaru eλx, po dosazeńı a úpravách dostaneme charakteri-
stickou rovnici:

λ2 + 9 = 0

λ2 = −9

λ = ±3i

Řešeńı homogenńı rovnice odpov́ıdaj́ıćı λ = a±bi je yh = eax(C1 sin(bx)+C2 cos(bx)),
takže řešeńım homogenńı rovnice je:

yh = e0x(C1 sin(3x) + C2 cos(3x))

yh = C1 sin(3x) + C2 cos(3x)

Dále hledáme partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice ve tvaru e(α+βi)xxmQ(x),
kde m je násobnost kořene α±βi v charakteristickém polynomu (mělo by to tedy
být buď nula nebo jedna) a pravou stranu nahrad́ıme reálnou část́ı komplexńı
exponenciály e(α+βi)x.

V našem př́ıpadě m = 0; Q(x) je vždy stejného řádu jako P (x). Partikulárńı řešeńı
je tedy ve tvaru e(3+2i)xx0Q(x), muśıme spoč́ıtat jeho druhou derivaci, abychom ji
mohli dosadit do zadáńı

yp = e(3+2i)xx0A

yp = e(3+2i)xA

y′p = e(3+2i)x(3 + 2i)A

y′′p = e(3+2i)x(3 + 2i)(3 + 2i)A

y′′p = e(3+2i)x(5 + 12i)A
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Nyńı dosad́ıme do p̊uvodńıho předpisu diferenciálńı rovnice. Partikulárńı řešeńı
dosazujeme do zadáńı, kde na pravé straně exponenciálu a goniometrickou funkci
nahrad́ıme za e(α+β)x.

e(3+2i)x(5 + 12i)A+ 9(e(3+2i)xA) = e(3+2i)x / : e(3+2i)x

(5 + 12i)A+ 9A = 1

A(14 + 12i) = 1

A =
1

14 + 12i

A =
1

14 + 12i

14− 12i

14− 12i

A =
14− 12i

340
=

7− 6i

170

Po úpravě použijeme na yp identitu eβix = cos(βx)+ i sin(βx). Obecné řešeńı je pak
součet homogenńıho řešeńı a imaginárńı části partikulárńıho řešeńı pro rovnice
se sinem (nebo reálné části partikulárńıho řešeńı pro rovnice s kosinem).

yp = ℜ
(
e(3+2i)x7− 6i

170

)
= ℜ

(
e3x(cos(2x) + i sin(2x))

7− 6i

170

)
= e3xℜ

(
7− 6i

170
cos (2x) + i

7− 6i

170
sin (2x)

)
= e3xℜ

(
7− 6i

170
cos (2x) +

7i+ 6

170
sin (2x)

)
= e3x

(
7 cos (2x)

170
+

6 sin (2x)

170

)
=⇒ y = C1 sin(3x) + C2 cos(3x) + e3x

7 cos (2x) + 6 sin (2x)

170
.
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5 Integrujte funkci f(x, y) = 1+ 1
(2x+3y+4)2 přes oblast určenou trojúhelńıkem

s vrcholy: [4,−1], [0, 0], [2, 0].

x

y

Nejprve muśıme zjistit hranice integrálu, trojúhelńık si nakresĺıme. Skoro vždy
je potřeba rozdělit si trojúhelńık na dva d́ıly a integrovat zvlášť. Ideálńı je,
pokud je nějaká strana trojúhelńıku rovnoběžná s jednou z os, protože pak neńı
děleńı trojúhelńıku nutné a vystač́ıme si s jedńım integrálem.

Z obrázku můžeme vyč́ıst, že jedna strana lež́ı př́ımo na ose x, můžeme tedy
integrovat nejprve podle x a potom podle y a budeme mı́t jen jeden integrál.
Meze pro y budou následovně:

y = −1

y = 0

Obecná rovnice př́ımky - výpočet

Mějme body X = [0, 1] a Y = [2, 3]. Vypoč́ıtáme směrový vektor v a z něj urč́ıme
normálový vektor n.

[0, 1]− [2, 3]

v((2− 0), (3− 1))

n((3− 1),−(2− 0)) =⇒ n(2,−2)

Následně do obecné rovnice př́ımky ax + by + c = 0 dosad́ıme za a a b hodnoty z
normálového vektoru a za x a y dosad́ıme souřadnice např́ıklad prvńıho bodu.

ax+ by + c = 0

2x− 2y + c = 0

−2 · 0− 2 · 1 + c = 0 =⇒ c = 2

A obecná rovnice př́ımky procházej́ıćı body X = [0, 1] a Y = [2, 3] je 2x− 2y + 2 = 0.
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Meze integrace pro x urč́ıme z rovnic př́ıslušných př́ımek. Zbývá nám tedy zjistit
rovnice př́ımek mezi body [0, 0]; [4,−1] a [2, 0]; [4,−1]

Pro [0, 0]; [4,−1] : x = −4y

Pro [2, 0]; [4,−1] : x = −2y + 2

Máme tedy určené integračńı meze a můžeme složit integrál. Vněǰśı integrál je
podle y a druhý, ten vnitřńı, je podle x.

∫ 0

−1

∫ −2y+2

−4y

1 +
1

(2x+ 3y + 4)2
dxdy

Vypoč́ıtáme:

=

∫ 0

−1

[
x− 1

2(2x+ 3y + 4)

]x=−2y+2

x=−4y

dy =

=

∫ 0

−1

−2y + 2− (−4y) +
1

2

1

4 + 3y − 8y
− 1

2

1

4 + 3y + 2(2− 2y)
dy =

=

∫ 0

−1

2y + 2 +
1

2

1

4− 5y
− 1

2

1

8− y
dy =

=

[
y2 + 2y − 1

10
ln |4− 5y|+ 1

2
ln |8− y|

]0
−1

=

= 02 + 0− (1− 2)− 1

10
ln 4 +

1

10
ln 9 +

1

2
ln 8− 1

2
ln 9 =

= 1− 1

10
ln

4

9
+

1

2
ln

8

9
.
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