MAZ2 - prvni zapodtovy test
Uloha: Najdéte lokélni extréemy funkce

f(z,y) =2® — 3zy + o°.

Reseni: Nejprve vypocteme parcidlni derivace funkce f(z,y) podle z a y:

of 2 of 2
—— =323 — =-3 3y~©.
O x Y, By T + 3y
Protoze obé parcidlni derivace existuji v kazdém bodé, najdeme podezielé body

ic 9f — of _ : Hans .
z rovnic 5 =0 a By = 0. Nejprve fesime tedy soustavu rovnic:

fo=322=3y=0 = =y (1),
fu=-3c+37=0 = az=y> (2).

2 7 rovnice (1) do rovnice (2):

Dosadime y = z
0=02*?2-2 = O0=z(-1)(*+z+1).

Tato rovnice ma tfeSeni x = 0 nebo x = 1. Kvadratickd rovnice neméa realné
kofeny, protoze ma zdporny diskriminant. Pro kazdé z téchto feSeni zjistime
odpovidajici hodnoty y:

- Pro x = 0, z rovnice (1) dostavame y = 0.

- Pro =1, z rovnice (1) dostavame y = 1.

Podezrelé body tedy jsou [0,0] a [1,1].

Klasifikaci nalezenych boda provedeme pomoci druhych parcialnich derivaci
a determinantu. Nejprve vypocéteme druhé parcidlni derivace:

Pf _p B O
oz2 - oxdy
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o o . . 92 f 9* 92 f 2
Pro kazdy podeziely bod spoc¢teme determinant D = 55 T (31:8y> .
1. Pro bod [0, 0]:

0*f 0% f o f
D=0-0-(-3)*=-9<0.
Tedy v bodg [0, 0] neni extrém.
2. Pro bod [1,1]:
0% f 0 f 0?f
—(1,1)=6(1) = —(1,1)=6(1) = —(1,1) = -3.
LD =6 =6 F5(L1)=61)=6 J(L1)=-3

D=6-6—(-3)2=36—-9=27.
V bodé [1, 1] je lokalni minimum, protoZe D > 0 a g%{(l, 1) > 0.

Zavér: V bodé [1,1] je lokalni minimum.



Uloha: Najdéte absolutni extrémy funkce f (z,y) = = + y na mnoziné dané
nerovnosti z2 + 4y? < 4.

Reseni: Nejprve ovéiime, ze funkce f(z,y) = = + y nema lokilni extrémy.
Spocteme parcidlni derivace:

of of

— =1#0, —=1#0.

ox 7 dy 7

Parcialni derivace nejsou nulové v zadném bodé a tedy funkce neméa lokalni
extrémy.

Déle hledame vazané extrémy na hranici. Pouzijeme Lagrangeovy multipli-
kitory, tedy hledame extrémy f(z,y) za podminky g(z,y) = z2? + 4y? — 4 = 0.
Lagrangeova funkce je:

L(z,y,\) = f(z,y) + Mg(z,y) = (z+y) + A(z® + 4° — 4)

Spocitame parcialni derivace Lagrangeovy funkce podle z, y a A a hledame, kde
se rovnaji nule:

- Derivace podle x: % =1+ A2z)=0.

- Derivace podle y: % =1+ A8y) =0.

- Derivace podle \: 22 +4y? —4 =0 (vazba).
Nyni prvni rovnici vynasobime 4y a seéteme s —z nasobkem druhé, abychom
eliminovali A a dostaneme:

dy(1+2X z) —z(1+8\y) =4y +8lzy —z -8 zy=0 = z=4y.

Dosadime x = 4y do vazby 22 + 4y? = 4 a najdeme Fedent:

1
(Ay)2+4y> =4 = 16p°44° =4 = 20y>=4 = 2=- = y==

Takze mame dva podezielé body: [\%, %} a [\7—‘5, ﬁ} Spocitame hodnoty
funkce f(z,y) =z +y:

—4 -1 —4 -1 -5
AR -G a-n-"

Zavér: Absolutni extrémy funkce f(z,y) = 2 + y na mnoziné 22 + 4y < 4 jsou:

~

- Absolutni maximum: f (%, %) = /5,
- Absolutn{ minimum: f (—%, —i) = —/5.

[\



Uloha: Vyieste diferencialni rovnici prvniho fadu

2
y'—|——y =lInz.
x

ReSeni: Jedna se o linedrni diferencialni rovnici prvniho fadu, kterou vyfesime
pomoci integraéniho faktoru, ozna¢me jej IF(z). Piedpokladame, ze = > 0.
Rovnice je jiz v zakladnim tvaru y’ 4+ p(x)y = q(z), kde p(z) = % ag(z) =Inz.
Integracni faktor spocitame podle vzorce IF(z) = e/ P(#) dz.

IF(J?) _ ef%dz — 2z _ eln(m2) — 22

Diferencialni rovnici nyni vynasobime spo¢tenym integra¢nim faktorem:

2%y + 22y = z® Inz.

Levou stranu rovnice muzeme diky pravidlu pro derivaci souinu piepsat jako
derivaci soucinu hledané funkce y a integracniho faktoru (z2y’ + 2zy = (22%y)’):

(z%y) = 2*Inz.

Nyni obé strany rovnice zintegrujeme podle x:

22y = /12 Inzdz.
Pro vypocet integralu na pravé strané pouzijeme metodu per partes. Zvolime:

ew=her=w =1

x?

3
oV =at=0v="2.

Po aplikaci vzorce [wv'dx € wo— [ vw' dx dostaneme:

3 3 1 3 2 3 3
/x2lnxdxgx—ln:cf/m—~fdxgx—lnxf/x—dx:x—lnxfx—JrC.
3 3 =z 3 3 3 9

Vysledek integrace dosadime zpét do rovnice:

3 3
x%z%lnx—%—i—a

Obecné feseni ziskdme vydélenim rovnice integraénim faktorem z2:

y(z) = glnx— g +Cz72, x>0.



Uloha: Vyfeste diferencialni rovnici druhého fadu

Yy + 4y = xe 7.

Reseni: Nejprve vyfesime homogenni rovnici y” + 4y = 0. Pfevedeme derivace
na mocniny a sestavime charakteristickou rovnici:

B 44=0 = k?=—4.

Mame tedy komplexné sdruzené kofeny k = 0+2i. Tedy @ = 0, 8 = 2 a sestavime
feSeni homogenni rovnice (exponencialni ¢len je €% = 1):

yp = C1 cos(2z) + Co sin(2x).

Ve druhé ¢asti fesime diferencialni rovnici se specialni pravou stranou (meto-
dou odhadu). Prava strana rovnice je f(x) = ze™*. Jedna se o soudin polynomu
prvniho stupné a exponencidly (o = —1).

Nyni ovéfime nasobnost kofene —1 (rezonanci) v charakteristické rovnici.
—1 neni feSenim charakteristické rovnice (kofeny jsou +2i). Rezonance tedy
nenastavi a odhad neni tfeba upravovat nasobenim .

Regeni je tedy ve tvaru obecného polynomu prvniho stupné vynasobeného
exponencidlou z pravé strany:

yp = (Ax + B)e™*.
Spocitame prvni derivaci pomoci pravidla pro derivaci soucinu:
y,=Ae " — (Ax + B)e™® = (—Az+ A— B)e™".
Nasledné spocitdme druhou derivaci:
y, = —Ae™" — (~Azr + A= B)e " = (Ax —2A 4 B)e™".
Vypoétené derivace dosadime do ptivodni zadané rovnice y” + 4y = ze™*:
(Ax —2A+ B)e ™ +4(Ax + B)e™® = ze™ ".
Celou rovnici muzeme vydélit kladnym vyrazem e~" a dostaneme:
Ar —2A+ B+ 4Ax + 4B = z.

Slou¢ime ¢leny s = a absolutni ¢leny:

5Ax 4+ (—2A+5B) = x.

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin = na levé a pravé strané dostaneme
soustavu dvou rovnic:



e Prozl:54=1 = A:%.
e Proa’: —24+5B=0 — 5B =24 — 5B:% — B:%‘

Dostali jsme tedy partikulérni feSeni:
Loy 2) s
=|-z+—= e "
=\5"" s
Celkové obecné feSeni je sou¢tem homogenniho a partikuldrniho feSeni:

1 2
y(z) = Cy cos(2x) + Co sin(2x) + (533 + 25) T



Uloha: Spocitejte dvojny integral

ff B

kde Q je lichobéznik s vrcholy A =[1,1], B=[2,2], C =[2,4], D =[1,2].

Reseni: Body B a C maji stejnou soufadnici z = 2, takZe prava hranice oblasti
je svisla usecka © = 2,y € [2,4]. RovnéZz body A a D maji stejnou soufadnici
x = 1,y € [1,2], takZe leva hranice oblasti je svisla usetka x = 1. Proto bude

piimek:
e Primka AB prochazi body [1,1] a [2,2]. Smérnice je

2-1
|

k ;
2-1

tedyy—1=2z—-1 = y=uzx.

e Primka DC prochézi body [1,2] a [2,4]. Smérnice je

4—-2
kzﬁzl tedy y—2=2(zx—-1) = y=2x.

Oblast €2 je tedy tvoiena body, pro které plati:
1<2<2, <y < 2.

Tento popis miizeme snadno piepsat na dvojnasobny integrél:

L [ ([ 2 0)n

Vnitini integral je vzhledem k y a tedy In(x) je konstanta:

_/121n(x) </:Iy12dy) dx—/121n(x) {_;r dm—/lzln(x) (i-iﬁ) dz.

Zjednodusime:
2 2
1 1 1
= / In(z) - —dx = 7/ n(x) dx.
1 2z 2 1 X

Nyni pouzijeme substituci:

u=In(x), du=—dz.
Pii zméné mezi:

r=1=u=In(l)=0, z=2=u=In(2).



Integral tedy piejde na:

1 (% In(x) 1 @ 1 [u? 1 )

Celkem tedy méme:
In(x) 1 9
= —(In(2))~.
J[ R dwdy = Gn)




