
MA2 - první zápo£tový test

Úloha: Najd¥te lokální extrémy funkce

f(x, y) = x3 − 3xy + y3.

�e²ení: Nejprve vypo£teme parciální derivace funkce f(x, y) podle x a y:

∂f

∂x
= 3x2 − 3y,

∂f

∂y
= −3x+ 3y2.

Protoºe ob¥ parciální derivace existují v kaºdém bod¥, najdeme podez°elé body
z rovnic ∂f

∂x = 0 a ∂f
∂y = 0. Nejprve °e²íme tedy soustavu rovnic:

fx = 3x2 − 3y = 0 ⇒ x2 = y (1),

fy = −3x+ 3y2 = 0 ⇒ x = y2 (2).

Dosadíme y = x2 z rovnice (1) do rovnice (2):

0 = (x2)2 − x ⇒ 0 = x(x− 1)(x2 + x+ 1).

Tato rovnice má °e²ení x = 0 nebo x = 1. Kvadratická rovnice nemá reálné
ko°eny, protoºe má záporný diskriminant. Pro kaºdé z t¥chto °e²ení zjistíme
odpovídající hodnoty y:

- Pro x = 0, z rovnice (1) dostáváme y = 0.
- Pro x = 1, z rovnice (1) dostáváme y = 1.
Podez°elé body tedy jsou [0, 0] a [1, 1].

Klasi�kaci nalezených bod· provedeme pomocí druhých parciálních derivací
a determinantu. Nejprve vypo£teme druhé parciální derivace:

∂2f

∂x2
= 6x,

∂2f

∂y2
= 6y,

∂2f

∂x∂y
= −3.

Pro kaºdý podez°elý bod spo£teme determinant D = ∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 −

(
∂2f
∂x∂y

)2

.

1. Pro bod [0, 0]:

∂2f

∂x2
(0, 0) = 6(0) = 0,

∂2f

∂y2
(0, 0) = 6(0) = 0,

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = −3.

D = 0 · 0− (−3)2 = −9 < 0.

Tedy v bod¥ [0, 0] není extrém.
2. Pro bod [1, 1]:

∂2f

∂x2
(1, 1) = 6(1) = 6,

∂2f

∂y2
(1, 1) = 6(1) = 6,

∂2f

∂x∂y
(1, 1) = −3.

D = 6 · 6− (−3)2 = 36− 9 = 27.

V bod¥ [1, 1] je lokální minimum, protoºe D > 0 a ∂2f
∂x2 (1, 1) > 0.

Záv¥r: V bod¥ [1, 1] je lokální minimum.
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Úloha: Najd¥te absolutní extrémy funkce f(x, y) = x + y na mnoºin¥ dané
nerovností x2 + 4y2 ≤ 4.

�e²ení: Nejprve ov¥°íme, ºe funkce f(x, y) = x + y nemá lokální extrémy.
Spo£teme parciální derivace:

∂f

∂x
= 1 ̸= 0,

∂f

∂y
= 1 ̸= 0.

Parciální derivace nejsou nulové v ºádném bod¥ a tedy funkce nemá lokální
extrémy.

Dále hledáme vázané extrémy na hranici. Pouºijeme Lagrangeovy multipli-
kátory, tedy hledáme extrémy f(x, y) za podmínky g(x, y) = x2 + 4y2 − 4 = 0.

Lagrangeova funkce je:

L(x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y) = (x+ y) + λ(x2 + 4y2 − 4)

Spo£ítáme parciální derivace Lagrangeovy funkce podle x, y a λ a hledáme, kde
se rovnají nule:

- Derivace podle x: ∂L
∂x = 1 + λ(2x) = 0.

- Derivace podle y: ∂L
∂y = 1 + λ(8y) = 0.

- Derivace podle λ: x2 + 4y2 − 4 = 0 (vazba).
Nyní první rovnici vynásobíme 4y a se£teme s −x násobkem druhé, abychom
eliminovali λ a dostaneme:

4y(1 + 2λx)− x(1 + 8λy) = 4y + 8λxy − x− 8λxy = 0 ⇒ x = 4y.

Dosadíme x = 4y do vazby x2 + 4y2 = 4 a najdeme °e²ení:

(4y)2+4y2 = 4 ⇒ 16y2+4y2 = 4 ⇒ 20y2 = 4 ⇒ y2 =
1

5
⇒ y = ± 1√

5
.

Takºe máme dva podez°elé body:
[

4√
5
, 1√

5

]
a
[
−4√
5
, −1√

5

]
. Spo£ítáme hodnoty

funkce f(x, y) = x+ y:

f

(
4√
5
,
1√
5

)
=

4√
5
+

1√
5
=

5√
5
=

√
5.

f

(
−4√
5
,
−1√
5

)
=

−4√
5
+

−1√
5
=

−5√
5
= −

√
5.

Záv¥r: Absolutní extrémy funkce f(x, y) = x+ y na mnoºin¥ x2 +4y2 ≤ 4 jsou:

- Absolutní maximum: f
(

4√
5
, 1√

5

)
=

√
5,

- Absolutní minimum: f
(
− 4√

5
,− 1√

5

)
= −

√
5.
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Úloha: Vy°e²te diferenciální rovnici prvního °ádu

y′ +
2y

x
= lnx.

�e²ení: Jedná se o lineární diferenciální rovnici prvního °ádu, kterou vy°e²íme
pomocí integra£ního faktoru, ozna£me jej IF (x). P°edpokládáme, ºe x > 0.
Rovnice je jiº v základním tvaru y′ + p(x)y = q(x), kde p(x) = 2

x a q(x) = lnx.
Integra£ní faktor spo£ítáme podle vzorce IF (x) = e

∫
p(x) dx:

IF (x) = e
∫

2
x dx = e2 ln x = eln(x

2) = x2.

Diferenciální rovnici nyní vynásobíme spo£teným integra£ním faktorem:

x2y′ + 2xy = x2 lnx.

Levou stranu rovnice m·ºeme díky pravidlu pro derivaci sou£inu p°epsat jako
derivaci sou£inu hledané funkce y a integra£ního faktoru (x2y′ + 2xy = (x2y)′):

(x2y)′ = x2 lnx.

Nyní ob¥ strany rovnice zintegrujeme podle x:

x2y =

∫
x2 lnx dx.

Pro výpo£et integrálu na pravé stran¥ pouºijeme metodu per partes. Zvolíme:

� w = lnx ⇒ w′ = 1
x ,

� v′ = x2 ⇒ v = x3

3 .

Po aplikaci vzorce
∫
w v′ dx

C
= w v −

∫
v w′ dx dostaneme:

∫
x2 lnx dx

C
=

x3

3
lnx−

∫
x3

3
· 1
x
dx

C
=

x3

3
lnx−

∫
x2

3
dx =

x3

3
lnx− x3

9
+ C.

Výsledek integrace dosadíme zp¥t do rovnice:

x2y =
x3

3
lnx− x3

9
+ C.

Obecné °e²ení získáme vyd¥lením rovnice integra£ním faktorem x2:

y(x) =
x

3
lnx− x

9
+ Cx−2, x > 0.
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Úloha: Vy°e²te diferenciální rovnici druhého °ádu

y′′ + 4y = xe−x.

�e²ení: Nejprve vy°e²íme homogenní rovnici y′′ + 4y = 0. P°evedeme derivace
na mocniny a sestavíme charakteristickou rovnici:

k2 + 4 = 0 =⇒ k2 = −4.

Máme tedy komplexn¥ sdruºené ko°eny k = 0±2i. Tedy α = 0, β = 2 a sestavíme
°e²ení homogenní rovnice (exponenciální £len je e0x = 1):

yh = C1 cos(2x) + C2 sin(2x).

Ve druhé £ásti °e²íme diferenciální rovnici se speciální pravou stranou (meto-
dou odhadu). Pravá strana rovnice je f(x) = xe−x. Jedná se o sou£in polynomu
prvního stupn¥ a exponenciály (α = −1).

Nyní ov¥°íme násobnost ko°ene −1 (rezonanci) v charakteristické rovnici.
−1 není °e²ením charakteristické rovnice (ko°eny jsou ±2i). Rezonance tedy
nenastává a odhad není t°eba upravovat násobením x.

�e²ení je tedy ve tvaru obecného polynomu prvního stupn¥ vynásobeného
exponenciálou z pravé strany:

yp = (Ax+B)e−x.

Spo£ítáme první derivaci pomocí pravidla pro derivaci sou£inu:

y′p = Ae−x − (Ax+B)e−x = (−Ax+A−B)e−x.

Následn¥ spo£ítáme druhou derivaci:

y′′p = −Ae−x − (−Ax+A−B)e−x = (Ax− 2A+B)e−x.

Vypo£tené derivace dosadíme do p·vodní zadané rovnice y′′ + 4y = xe−x:

(Ax− 2A+B)e−x + 4(Ax+B)e−x = xe−x.

Celou rovnici m·ºeme vyd¥lit kladným výrazem e−x a dostaneme:

Ax− 2A+B + 4Ax+ 4B = x.

Slou£íme £leny s x a absolutní £leny:

5Ax+ (−2A+ 5B) = x.

Porovnáním koe�cient· u stejných mocnin x na levé a pravé stran¥ dostaneme
soustavu dvou rovnic:
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� Pro x1: 5A = 1 =⇒ A = 1
5 .

� Pro x0: −2A+ 5B = 0 =⇒ 5B = 2A =⇒ 5B = 2
5 =⇒ B = 2

25 .

Dostali jsme tedy partikulární °e²ení:

yp =

(
1

5
x+

2

25

)
e−x.

Celkové obecné °e²ení je sou£tem homogenního a partikulárního °e²ení:

y(x) = C1 cos(2x) + C2 sin(2x) +

(
1

5
x+

2

25

)
e−x.
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Úloha: Spo£ítejte dvojný integrál∫∫
Ω

ln(x)

y2
dx dy,

kde Ω je lichob¥ºník s vrcholy A = [1, 1], B = [2, 2], C = [2, 4], D = [1, 2].

�e²ení: Body B a C mají stejnou sou°adnici x = 2, takºe pravá hranice oblasti
je svislá úse£ka x = 2, y ∈ [2, 4]. Rovn¥º body A a D mají stejnou sou°adnici
x = 1, y ∈ [1, 2], takºe levá hranice oblasti je svislá úse£ka x = 1. Proto bude
výhodn¥j²í integrovat nejprve podle y a poté podle x. Ur£íme rovnice zbývajících
p°ímek:

� P°ímka AB prochází body [1, 1] a [2, 2]. Sm¥rnice je

k =
2− 1

2− 1
= 1, tedy y − 1 = x− 1 ⇒ y = x.

� P°ímka DC prochází body [1, 2] a [2, 4]. Sm¥rnice je

k =
4− 2

2− 1
= 2, tedy y − 2 = 2(x− 1) ⇒ y = 2x.

Oblast Ω je tedy tvo°ena body, pro které platí:

1 ≤ x ≤ 2, x ≤ y ≤ 2x.

Tento popis m·ºeme snadno p°epsat na dvojnásobný integrál:∫∫
Ω

ln(x)

y2
dx dy =

∫ 2

1

(∫ 2x

x

ln(x)

y2
dy

)
dx.

Vnit°ní integrál je vzhledem k y a tedy ln(x) je konstanta:

=

∫ 2

1

ln(x)

(∫ 2x

x

1

y2
dy

)
dx =

∫ 2

1

ln(x)

[
−1

y

]2x
x

dx =

∫ 2

1

ln(x)

(
1

x
− 1

2x

)
dx.

Zjednodu²íme:

=

∫ 2

1

ln(x) · 1

2x
dx =

1

2

∫ 2

1

ln(x)

x
dx.

Nyní pouºijeme substituci:

u = ln(x), du =
1

x
dx.

P°i zm¥n¥ mezí:

x = 1 ⇒ u = ln(1) = 0, x = 2 ⇒ u = ln(2).
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Integrál tedy p°ejde na:

1

2

∫ 2

1

ln(x)

x
dx =

1

2

∫ ln(2)

0

u du =
1

2
·
[
u2

2

]ln(2)
0

=
1

4
(ln(2))2.

Celkem tedy máme: ∫∫
Ω

ln(x)

y2
dx dy =

1

4
(ln(2))2.
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