MAZ2 - druhy zapoctovy test
1. Najdéte lokalni extrémy funkee f(x,y) = 22> + 9xy? + 1522 + 2752
Spocteme prvni derivace:

of

B)
= 622 + 9y + 30z, or _ 18zy + 54y.
ox dy

Derivace ve v8ech bodech existuji, takze polozime derivace rovny nule a
feSime soustavu rovnic:

622 + 9y? + 30z =0
18zy 4 54y = 0.

Z druhé rovnice vyjadiime:
18y(x+3)=0=y=0 nebo z=-3
a dosadime do prvni rovnice:
Piipad 1: y = 0= 6z(r+5)=0= 2 =0nebox = -5
= Podeztelé body: [0, 0], [-5, 0]
Pripad 2: v = 3= -36+ 9> =0=9> =4 =y = £2
= Podezfelé body: [-3, 2], [—3, —2]

Spocitame druhé derivace:
>’f >*f >’f
—= =12 30, —= =18 54, =
Ox? T Oy? v Oxdy
a v kazdém bodé postupné spocitame determinant:

2
D_82f82f (82f) .

N @aTﬁ B 0zdy

18y

Na zavér provedeme klasifikaci nalezenych podezielych bodu:
e Bod [0,0]: 3:£(0,0) = 30, 3.£(0,0) = 54, 2L(0,0) = 0= D = 1620 >
2
0, %(0,0) > 0 = lokalni minimum,
2 2 2
e Bod [-5,0]: $£(-5,0) = —30, 2715(—5,0) = —36, ;Tgy(—a()) =0=
2
D =1080 >0, $£(-5,0) < 0 = lokalni maximum,

o Bod [-3,2]: 34(-3,2) = —6, 3£(-3,2) =0, 2L (-3,2)=36= D =
—1296 < 0 = sedlovy bod, ‘ ‘

2 2 2
o Bod [-3,-2): §£(-3,-2) = =6, 55(-3,-2) = 0, L (-3,-2)

—36 = D = —1296 < 0 = sedlovy bod.



Zaveér
e Lokalni minimum: [0, 0],
¢ Lokalni maximum: [-5,0],

e Sedlové body: [-3,2], [-3,—2].



2. Najdéte absolutni extrémy funkce f(z,y) = z? + % — 62 + 6y na mnoziné
uréené podminkou %+ y2 < 4.

Nejprve se podivame, jestli funkce ma lokalni extrémy uvnit¥ oblasti. Spoci-
tame prvni parcialni derivace:

of _
dr

0
2x — 6, —f=2y+6.
dy

Podezielé body spliwuji:
20 —6=0=>2x=3, 2y+6=0=y=-3.

Bod [3, —3] viak nelezi uvnitf dané oblasti, protoze: 32 + (—3)? = 18 > 4.

Dale se podivime na extrémy na hranici. Body na hranici spliuji podminku
(vazbu): g(z,y) = 2% 4+ y* — 4 = 0. Eliminaci Lagrangeova multiplikétoru dosta-
neme (rovnobé&Znost gradienti):

0f0g _0f9g _

Ox 0y Oy oOx ’
kde: of of 9 9
g g
L9y, ZL=2 29 —9y, P9y
Ox z=6 Oy Y+ Ox o oy Y
Dosadime:

(22—6)(2y)—(2y+6)(22) = doy—12y—day—120 = —120—12y = —12(z+y) = 0.
Tedy: y = —x. Dosadime do podminky g(x,y) = 0:
glz,—zx) =2+ (—z)’ =2’ =4=>2"=2=0=4V2, y= -z = FV2.
Nakonec spoc¢teme funkéni hodnoty v nalezenych bodech a porovname je:
o f(V2, —V2)=2+2-6V2—-6V2=4-12V2,
o f(—V2, V2) =24+2+6V2+6V2=14+12V2.
Zavér
e Absolutni minimum: f(v/2, —v/2) =4 — 122 v bodé [v2, —V/2].
e Absolutni maximum: f(—v/2, v2) =4+ 12y2 v bodé [-v2, V2].



3. Vyieste diferencialni rovnici 'z —y = 2* In z.

Jedna se o linearni diferencialni rovnici, takze feSeni budeme hledat ve tvaru
soudinu dvou funkei u(z) a v(x). Pfedpokladame, 7e x > 0. Zderivujeme soudin:

y'(z) =/ (z)v(x) + u(z)v (z).
Dosadime do ptvodni rovnice y'z —y = 22 In z:
(v (x)v(x) + u(z)v'(x))z — u(z)v(r) = 2* Inw.
Rovnice se nyni upravi na:
zu/ (z)v(z) + vu(z)v'(z) — u(z)v(z) = 2* Inw.
Tuto rovnici rozdélime na dvé ¢asti:
o/ (2)v(z) + u(z) (20 (z) — v(z)) = 2* Inz.

Nejprve hleddame v(x) tak, Ze bude nenulovym partikularnim feSenim homogenni

rovnice:
v’ (x) —v(z) = 0.

Jednim 7z feSeni je v(z) = 0 a pro v(x) # 0 lze tuto rovnici piepsat jako:

ZI((;))glc = /%: d?x'

Integrujeme:
Injv(z)|=nz+C; = |v(z)] =PI = gnatCi— 4,01

Odstranime absolutni hodnotu

et prov(z) >0
vEe)=<¢x-0 prov(z)=0 = ov(z)=Ch, kdeCyeR.
—2e%t pro v(z) <0

Volime tedy nejjednodussi moznost v(z) = z. Vysledek dosadime druhé ¢asti
rovnice:

o (2)r =2°Inx = 2%/ (r) =2 lmz = /(z)=Inx
Tuto rovnici feSime integraci podle z:

u(z) = /lnxdaj.

Pro tento integral pouzijeme metodu per-partes. Zvolime w = Inz a dv = dx.
Potom dw = 1 dz a v = z, takze:

/lnmdarlenx—x—i—Cg = wu(z)=xzlnz—x+ Cs.

4



Celkem tedy mame: v(z) =z, u(z) = zlnz — z + C5 a:
y(x) = u(z)v(r) = (xlnx — x4+ Cs) - .
Po zjednoduseni dostaneme:
y(x) = 2?Inx — 2?2 + Cs.
Obecné feseni diferencidlni rovnice je:
y(z) = 2*Inz — 2® + Csz,

kde C5 je integra¢ni konstanta, kterd zavisi na poc¢atec¢ni podmince.



4. Vyieste diferencialni rovnici 3’ + 9y = 182% — 3z — 5.

Nejprve fe§ime homogenni rovnici:
y" + 9y = 0.
Charakteristickd rovnice je:
r?+9=0 = r==3.
Reseni homogenni rovnice je:
yn(x) = 1 cos(3z) + co8in(3x),

kde ¢; a ¢z jsou libovolné konstanty.
Nyni hledame konkrétni feSeni nehomogenni rovnice:

y" + 9y = 1822 — 3z — 5.
Predpoklddame, ze partikularni feSeni je polynom druhého stupné:
yp(z) = Ax® + Bz + C,

kde A, B a C jsou neznamé konstanty.
Spocitame derivace:

yp(z) =24z 4+ B, y,(x)=2A.
Dosadime do rovnice:
2A4+9(A2’+Ba+C) = 1822 —32—5 = 9A2’+9Bx+(9C+2A) = 18223z —5.
Porovnanim koeficientd u stejnych mocnin, dostaneme nésledujici podminky:
e Proz?:9A=18 = A=2,
e Proz':9B=-3 = Bz—%,
e Proz:244+9C=-5 = 4+9C=-5 = (C=-1.

Tedy partikularni feeni je:
5 1
yp(x) = 22° — 3% 1.

Celkové feseni je sou¢tem homogenniho a partikularniho feSeni:
1
y(x) = yn(x) + yp(x) = c1 cos(3z) + cosin(3z) + 227 — 3%~ 1.

Toto je obecné feSeni diferencidlni rovnice. Pokud by byly dény pocéatecni pod-
minky, lze urcit konstanty c; a cs.



5. Integrujte funkci f(z,y) = % pres oblast urcéenou trojihelnikem s vrcholy:
[1,1], [1,3], [3, 3]
Strany trojuhelnika jsou:

e AB: svisla usetka — rovnice x = 1, y € [1, 3],

e BC": vodorovna usetka — rovnice y = 3, z € [1, 3],
e AC: gikma tusecka mezi body A a C.

Rovnice useéky AC: Smérnice je

3—-1
k= 3-1°= 1,
a tsecka tedy mé rovnici:
y—1=1z-1) = y=z z€ll3].
S ohledem na tvar oblasti je jedno, v jakém pofadi budeme integrovat. Ukazeme

si tedy obé moznosti.
Integrace v poradi dz dy

Q={(z,y) eR*|1<y<3, 1<z <y}

3 ry
//%dmdy:/ / %dxdy.
QY 1 J1 Y
Vnitini integral:
Y 1 [Y 1
/%dx:—z/ :zzdx:—2
1Y Yy J1 Yy

Vnéjsi integral:

O O (e e
3o 363

Integrace v poradi dydx

Potom:

Q:{(:c,y)e]RQ‘leS?:,xSySB}

3 3
//%dydm:/ / %dydx.
QY 1 z Y

Potom:



Vnitini integral:

3 3 3
1
/%dy:x/ y2dy9:{} x(
v Y . vl

Vnéjsi integral:

3 3 3
/ (1—£)dx:/1dw—/ Tiz = 21
1 3 1 13 3

Hodnota integralu je v obou piipadech:

//%dxdy:
QY

2
3"



