
MA2 - druhý zápo£tový test

1. Najd¥te lokální extrémy funkce f(x, y) = 2x3 + 9xy2 + 15x2 + 27y2.

Spo£teme první derivace:

∂f

∂x
= 6x2 + 9y2 + 30x,

∂f

∂y
= 18xy + 54y.

Derivace ve v²ech bodech existují, takºe poloºíme derivace rovny nule a
°e²íme soustavu rovnic: {

6x2 + 9y2 + 30x = 0

18xy + 54y = 0.

Z druhé rovnice vyjád°íme:

18y(x+ 3) = 0 ⇒ y = 0 nebo x = −3

a dosadíme do první rovnice:
P°ípad 1: y = 0 ⇒ 6x(x+ 5) = 0 ⇒ x = 0 nebo x = −5

⇒ Podez°elé body: [0, 0], [−5, 0]

P°ípad 2: x = −3 ⇒ −36 + 9y2 = 0 ⇒ y2 = 4 ⇒ y = ±2

⇒ Podez°elé body: [−3, 2], [−3,−2]

Spo£ítáme druhé derivace:

∂2f

∂x2
= 12x+ 30,

∂2f

∂y2
= 18x+ 54,

∂2f

∂x∂y
= 18y

a v kaºdém bod¥ postupn¥ spo£ítáme determinant:

D =
∂2f

∂x2

∂2f

∂y2
−
(

∂2f

∂x∂y

)2

.

Na záv¥r provedeme klasi�kaci nalezených podez°elých bod·:

� Bod [0, 0]: ∂2f
∂x2 (0, 0) = 30, ∂2f

∂y2 (0, 0) = 54, ∂2f
∂x∂y (0, 0) = 0 ⇒ D = 1620 >

0, ∂2f
∂x2 (0, 0) > 0 ⇒ lokální minimum,

� Bod [−5, 0]: ∂2f
∂x2 (−5, 0) = −30, ∂2f

∂y2 (−5, 0) = −36, ∂2f
∂x∂y (−5, 0) = 0 ⇒

D = 1080 > 0, ∂2f
∂x2 (−5, 0) < 0 ⇒ lokální maximum,

� Bod [−3, 2]: ∂2f
∂x2 (−3, 2) = −6, ∂2f

∂y2 (−3, 2) = 0, ∂2f
∂x∂y (−3, 2) = 36 ⇒ D =

−1296 < 0 ⇒ sedlový bod,

� Bod [−3,−2]: ∂2f
∂x2 (−3,−2) = −6, ∂2f

∂y2 (−3,−2) = 0, ∂2f
∂x∂y (−3,−2) =

−36 ⇒ D = −1296 < 0 ⇒ sedlový bod.
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Záv¥r

� Lokální minimum: [0, 0],

� Lokální maximum: [−5, 0],

� Sedlové body: [−3, 2], [−3,−2].
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2. Najd¥te absolutní extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 − 6x + 6y na mnoºin¥
ur£ené podmínkou x2 + y2 ≤ 4.

Nejprve se podíváme, jestli funkce má lokální extrémy uvnit° oblasti. Spo£í-
táme první parciální derivace:

∂f

∂x
= 2x− 6,

∂f

∂y
= 2y + 6.

Podez°elé body spl¬ují:

2x− 6 = 0 ⇒ x = 3, 2y + 6 = 0 ⇒ y = −3.

Bod [3, −3] v²ak neleºí uvnit° dané oblasti, protoºe: 32 + (−3)2 = 18 > 4.
Dále se podíváme na extrémy na hranici. Body na hranici spl¬ují podmínku

(vazbu): g(x, y) = x2+ y2− 4 = 0. Eliminací Lagrangeova multiplikátoru dosta-
neme (rovnob¥ºnost gradient·):

∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x
= 0,

kde:
∂f

∂x
= 2x− 6,

∂f

∂y
= 2y + 6,

∂g

∂x
= 2x,

∂g

∂y
= 2y.

Dosadíme:

(2x−6)(2y)−(2y+6)(2x) = 4xy−12y−4xy−12x = −12x−12y = −12(x+y) = 0.

Tedy: y = −x. Dosadíme do podmínky g(x, y) = 0:

g(x,−x) = x2 + (−x)2 = 2x2 = 4 ⇒ x2 = 2 ⇒ x = ±
√
2, y = −x = ∓

√
2.

Nakonec spo£teme funk£ní hodnoty v nalezených bodech a porovnáme je:

� f(
√
2, −

√
2) = 2 + 2− 6

√
2− 6

√
2 = 4− 12

√
2,

� f(−
√
2,

√
2) = 2 + 2 + 6

√
2 + 6

√
2 = 4 + 12

√
2.

Záv¥r

� Absolutní minimum: f(
√
2, −

√
2) = 4− 12

√
2 v bod¥ [

√
2, −

√
2].

� Absolutní maximum: f(−
√
2,

√
2) = 4 + 12

√
2 v bod¥ [−

√
2,

√
2].
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3. Vy°e²te diferenciální rovnici y′x− y = x2 lnx.

Jedná se o lineární diferenciální rovnici, takºe °e²ení budeme hledat ve tvaru
sou£inu dvou funkcí u(x) a v(x). P°edpokládáme, ºe x > 0. Zderivujeme sou£in:

y′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Dosadíme do p·vodní rovnice y′x− y = x2 lnx:

(u′(x)v(x) + u(x)v′(x))x− u(x)v(x) = x2 lnx.

Rovnice se nyní upraví na:

xu′(x)v(x) + xu(x)v′(x)− u(x)v(x) = x2 lnx.

Tuto rovnici rozd¥líme na dv¥ £ásti:

xu′(x)v(x) + u(x) (xv′(x)− v(x))= x2 lnx.

Nejprve hledáme v(x) tak, ºe bude nenulovým partikulárním °e²ením homogenní
rovnice:

xv′(x)− v(x) = 0.

Jedním z °e²ení je v(x) = 0 a pro v(x) ̸= 0 lze tuto rovnici p°epsat jako:

v′(x)

v(x)
=

1

x
⇒

∫
dv

v
=

∫
dx

x
.

Integrujeme:

ln |v(x)| = lnx+ C1 ⇒ |v(x)| = eln |v(x)| = eln x+C1 = xeC1 .

Odstraníme absolutní hodnotu

v(x) =


xeC1 pro v(x) > 0

x · 0 pro v(x) = 0

−xeC1 pro v(x) < 0

⇒ v(x) = C2x, kde C2 ∈ R.

Volíme tedy nejjednodu²²í moºnost v(x) = x. Výsledek dosadíme druhé £ásti
rovnice:

xu′(x)x = x2 lnx ⇒ x2u′(x) = x2 lnx ⇒ u′(x) = lnx.

Tuto rovnici °e²íme integrací podle x:

u(x) =

∫
lnx dx.

Pro tento integrál pouºijeme metodu per-partes. Zvolíme w = lnx a dv = dx.
Potom dw = 1

x dx a v = x, takºe:∫
lnx dx = x lnx− x+ C3 ⇒ u(x) = x lnx− x+ C3.
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Celkem tedy máme: v(x) = x, u(x) = x lnx− x+ C3 a:

y(x) = u(x)v(x) = (x lnx− x+ C3) · x.

Po zjednodu²ení dostaneme:

y(x) = x2 lnx− x2 + C3x.

Obecné °e²ení diferenciální rovnice je:

y(x) = x2 lnx− x2 + C3x,

kde C3 je integra£ní konstanta, která závisí na po£áte£ní podmínce.
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4. Vy°e²te diferenciální rovnici y′′ + 9y = 18x2 − 3x− 5.

Nejprve °e²íme homogenní rovnici:

y′′ + 9y = 0.

Charakteristická rovnice je:

r2 + 9 = 0 ⇒ r = ±3i.

�e²ení homogenní rovnice je:

yh(x) = c1 cos(3x) + c2 sin(3x),

kde c1 a c2 jsou libovolné konstanty.
Nyní hledáme konkrétní °e²ení nehomogenní rovnice:

y′′ + 9y = 18x2 − 3x− 5.

P°edpokládáme, ºe partikulární °e²ení je polynom druhého stupn¥:

yp(x) = Ax2 +Bx+ C,

kde A, B a C jsou neznámé konstanty.
Spo£ítáme derivace:

y′p(x) = 2Ax+B, y′′p (x) = 2A.

Dosadíme do rovnice:

2A+9(Ax2+Bx+C) = 18x2−3x−5 ⇒ 9Ax2+9Bx+(9C+2A) = 18x2−3x−5.

Porovnáním koe�cient· u stejných mocnin, dostaneme následující podmínky:

� Pro x2: 9A = 18 ⇒ A = 2,

� Pro x1: 9B = −3 ⇒ B = − 1
3 ,

� Pro x0: 2A+ 9C = −5 ⇒ 4 + 9C = −5 ⇒ C = −1.

Tedy partikulární °e²ení je:

yp(x) = 2x2 − 1

3
x− 1.

Celkové °e²ení je sou£tem homogenního a partikulárního °e²ení:

y(x) = yh(x) + yp(x) = c1 cos(3x) + c2 sin(3x) + 2x2 − 1

3
x− 1.

Toto je obecné °e²ení diferenciální rovnice. Pokud by byly dány po£áte£ní pod-
mínky, lze ur£it konstanty c1 a c2.
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5. Integrujte funkci f(x, y) =
x

y2
p°es oblast ur£enou trojúhelníkem s vrcholy:

[1, 1], [1, 3], [3, 3].

Strany trojúhelníka jsou:

� AB: svislá úse£ka � rovnice x = 1, y ∈ [1, 3],

� BC: vodorovná úse£ka � rovnice y = 3, x ∈ [1, 3],

� AC: ²ikmá úse£ka mezi body A a C.

Rovnice úse£ky AC: Sm¥rnice je

k =
3− 1

3− 1
= 1,

a úse£ka tedy má rovnici:

y − 1 = 1(x− 1) ⇒ y = x x ∈ [1, 3].

S ohledem na tvar oblasti je jedno, v jakém po°adí budeme integrovat. Ukáºeme
si tedy ob¥ moºnosti.

Integrace v po°adí dx dy

Ω =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ 1 ≤ y ≤ 3, 1 ≤ x ≤ y
}

Potom: ∫∫
Ω

x

y2
dx dy =

∫ 3

1

∫ y

1

x

y2
dx dy.

Vnit°ní integrál:∫ y

1

x

y2
dx =

1

y2

∫ y

1

x dx =
1

y2

[
x2

2

]y
1

=
1

y2

(
y2 − 1

2

)
=

1

2
− 1

2y2
.

Vn¥j²í integrál:∫ 3

1

(
1

2
− 1

2y2

)
dy =

1

2

∫ 3

1

(
1− 1

y2

)
dy =

1

2

(∫ 3

1

1 dy −
∫ 3

1

1

y2
dy

)

=
1

2

(
(3− 1)−

[
−1

y

]3
1

)
=

1

2

(
2−

(
−1

3
+ 1

))
=

1

2
· 4
3
=

2

3
.

Integrace v po°adí dy dx

Ω =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ 1 ≤ x ≤ 3, x ≤ y ≤ 3
}

Potom: ∫∫
Ω

x

y2
dy dx =

∫ 3

1

∫ 3

x

x

y2
dy dx.
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Vnit°ní integrál:∫ 3

x

x

y2
dy = x

∫ 3

x

y−2 dy = x

[
−1

y

]3
x

= x

(
−1

3
+

1

x

)
= 1− x

3
.

Vn¥j²í integrál:∫ 3

1

(
1− x

3

)
dx =

∫ 3

1

1 dx−
∫ 3

1

x

3
dx = 2− 1

3

[
x2

2

]3
1

= 2− 1

3
· 8
2
= 2− 4

3
=

2

3
.

Hodnota integrálu je v obou p°ípadech:∫∫
Ω

x

y2
dx dy =

2

3
.
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