MA2 - prvni zapoctovy test

1. Urcete obor konvergence rady

D> (n+2) o — 1)1

Pomoci limitniho podilového kritéria pro absolutni konvergenci urcime:

lim
n—oo

e~ i [ e ()

n—oo n—oo

142
TSIt (/A0 NPT T
Rada konverguje, jestlize:
1 35
4lr — 1| <1 -1l <= - =
lz—1] < = |z |<4 = xe<4,4>
Nyni provérime konvergenci na okrajich intervalu:

Bodx:%

Dosadime bod a fada ma tvar:

f’: (="

—n+ 2
Jedna se o alternujici fadu, takze pouzijeme Leibnizovo kritérium:
® a, = %ﬁ >0
e a, je klesajici

o lim, ,.ca, =0

Vsechny podminky jsou splnény a fada tedy konverguje.
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BOd:t::g

Dosadime bod a fada mé tvar:

=1
gn—l—Z

1

Pouzijeme integralni kritérium: Zvolime funkci f(z) = 4,

na intervalu [1,00) kladnd, spojita a klesajici.

ktera je

oo 1 .
/1 x+2dx:[ln(x+2)]1 = 00

A rada tedy diverguje.

Zavér

Obor konvergence tady je:
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2. Spoctéte limitu:  lim 2
(zy)—(—1,1) y3 + 23

Po dosazeni limitniho bodu zjistime, ze se jednd o limitu typu 0/0. Zkusime,
j§stli nejde néco zkratit.
Citatel:
y' =2 = (y—2)(y + )
Jmenovatel:
Y+’ = (y + )y’ — xy +a?)

Po dosazeni téchto uprav dostaneme:

y? — z° Y (y —2)(y + )

lim z = im
@y)—=(-11) ¥+ 23 (@y)=(-1,1) (y + 2)(y? — 2y + 22)

a po zkraceni jiz 1ze limitu vytesit dosazenim:

y—x B 1—(-1) 2

= li = = —.
(x,y)g?—l,l) y2—axy+a22 12—-1-(-1)+(-1)> 3
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3. Rovnici x—f + y—f = (0 transformujte do

ox Jy ;

novych nezavisle proménnych v = —, v = y.

Predpokladejte, ze funkce f ma spojité parcialni
derivace.

Invertibilita transformace

Méme transformaci:

Aby byla tato transformace invertibilni, musime byt schopni vyjadfit
puvodni proménné x a y jako funkce novych proménnych u a v. Z rovnic:

Tedy inverzni transformace je:

Tr=uv, Y=u.

Tedy tato transformace je invertibilni, pokud y # 0, protoze pro kazdou
hodnotu (u, v) existuje jednoznaéné urcend hodnota (x,y), a to podle vzorcu
r=uvay=uv.

2. Vypocet parcialnich derivaci podle = a y

Chceme zjistit, jak se funkce f chova v novych proménnych u a v. Pouzijeme
vétu o derivaci slozené funkce.



2.1) Derivace podle z:
of _ofou  ofon
Or  Oudxr  Ovox’

Méme:
T N ou 1
u = — —_— = —
or y’
ov
= = — =0.
v=y ox
Tedy:

of _10f _10f
or you vou

2.2) Derivace podle y:
oF _ofou 070
dy Oudy Ovidy

Mame:
uel o u_ =z
y dy  y*
ov
v=y = 8_y21
Tedy:

of _ xof [ Of _ wdf  Of

oy  y2ou v vou

3. Transformace ptuvodni rovnice

Méame puvodni rovnici:

ov’



10f wdf Of\
uv (;%) +v <—;%+%) = 0.

Zjednodusime jednotlivé cleny:

o5 Of . 0f

Uz — Uz +0

ou ou ov

Prvni dva ¢leny se navzajem rusi, takze zbyva:

0.

of
’U% =0.
4. Zaveér
Rovnice se tedy zjednodusi na:
of
— =0.
ov

Tato rovnice tika, ze funkce f nezavisi na proménné v, coz znamena, ze f
zavisi pouze na u = g Takze TeSeni puvodni rovnice je funkce f v zavislosti

na u, tedy:
x
fxay :g<_)7
(z,y) ;

kde g je libovolné funkce se spojitou derivaci.



4. Urcete Tayloruv polynom druhého stupné
se stfedem v bodé [1,—1| pro funkci f(z,y) =
Pyt sin(xy + 1).

x

ye

Chceme spocitat Tayloruv polynom druhého stupné se stiedem v bodé [1, —1].
1. Vypocet hodnoty funkce v bodé [1, —1]:

F(L—1) = (~1)er+-v2  Snld (1_1) S w "

2. Vypocet prvni parcidlni derivace podle z:

of _
or

Vyhodnoceni v bodé [1, —1]:

1
y- et T2 o cos(ry +1)-y-— —sin(zy +1) - —.
x x

of 0 [ I B
%(1, —1)=(-1)-€"-2(1) + cos(0) - (—1) - 1 sin(0) - == —2—-1=-3.

3. Vypocet prvni parcialni derivace podle y:

0
of _ e TV2 Loy L P Y2 L cos(wy + 1),
Ay
Vyhodnoceni v bodé [1, —1]:
of

0_(1’ —1) =€’ +2(=1)%" +cos(0) =1+2+1=4.
Y

4. Vypocet druhé parcialni derivace dvakrat podle x:

Prvni ¢len:

0
2y e ) =y R (24 42?)
xXr

Druhy clen:



0 1 , , 1
%(COS(wa)-y-E) = —sin(zy+1) -y — +cos(ey +1) -y - (——).

Ttet{ ¢clen:

0 1 1 1
Ep (—sin(:cy—l—l) : P) = —cos(zy + 1) Y + 2sin(zy + 1) - et

Vyhodnoceni v bodé [1, —1]:

%(1, —1) = _1'60(2+4)_Sin(0)+COS(O)+COS(O)+2sin(()) 19— 4.

5. Vypocet druhé parcialni derivace dvakrat podle y
Prvni clen:

o (e 402) =2y et
dy

Druhy clen:

9 <2926x2+y2_2) —dy T2 L2 T2 gy
dy
Tteti clen:
0 :
o (cos(zy + 1)) = —z - sin(xy + 1).
Y

Vyhodnoceni v bodé [1, —1]:

ﬁu —1)=-2-e"—4-€"—4.¢" —sin(0) = —10

dy? "’ '
6. Vypocet druhé parcidlni derivace podle y a x:

0? 0

8xgy = oz (5472 2y e "2 4 cos(ay + 1))

= "2 00 4 22 Y2 20 — gy sin(ay 4 1).



Vyhodnoceni v bodé [1, —1]:
Kl
0xdy

7. Tayloruv polynom druhého stupné v bodé [1, —1] je ddn vzorcem:

Pa(o) = FL =D+ G- - 0+ F e

(1,=1)=2-e"+4- ¢ +5in(0) = 6.

1[o2f
2 | 022

(1,-D)(z—1)(y+1)+ giyf(l, ~D(y+1)*|.

0% f

. . 2
(=1 =17 + 25

_|_

Po dosazeni hodnot:

Py(z,y) = —1—3(x—1)+4(y+1)+% [—4(z —1)*+2-6(z — 1)(y + 1) — 10(y + 1)] .



5. Urcete, zda krivka urcena implicitné rovnici

F(x,y) = 2+22°—3zy*—1y’+y = 0 leZi v okoli bodu
[—1,1] nad tec¢nou nebo pod tec¢nou. Napiste
rovnici této tecny.

1. Ovéreni, ze bod [—1,1] lezi na kfivce
F(=1,1) = —14+2(-1)* =3(-1D)(1)* = (1)*+1=-1-2+3—-1+1=0.

Zavér: Bod [—1, 1] lezi na kiivce.

2. Ovéfeni existence funkce y = y(r) pomoci véty o
implicitni funkci
oF

OF
—— = —6xy—3y*+1 —(-1,1)=6-3+1=4#0.

Zaveér: V okoli bodu [—1, 1] existuje jednoznaéna hladka funkce y = y(z),
ktera spliuje rovnici F(z,y(x)) = 0.

dy
dx

Implicitné derivujeme rovnici F(z,y(z)) = 0:

3. Prvni derivace

d
%(x—l—Qx‘g — 3y —yP +y)=0.

Pouzijeme pravidla pro derivaci slozené funkce:

d dy
—F =1+ 622 — 3y? — 62y—= — 3y°
o (z,y) + 62 y* — 6oy — 3y

d
= (—6ay— 3y’ +1) % — 1 — 622+ 3y
dy  —1—6a%+ 3y’
dr  —6xy—3y2+1°

dy dy
4+ 2=0
dx+dx

Dosadime bod [—1, 1]:
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-1-6(-1)?+3(1)> —-1-6+3 —4 .

dy
_(_1’1):—6(—1)(1)—3(1)2+1_ 6-3+1 4

dx

Tec¢na ma smérnici —1. Z zadaného bodu [—1, 1] a z vypoctené smérnice
—1 ziskdme rovnici tecny:

y—1=-1(z+1) = y=-—zx.
. 2
4. Druha derivace %:
d dy dy dy

2 (4 2_ 3,2 _ervY _ 3,2 LW _ )
dx( + 62" — 3y nydx 3y dw+dx O)

dy dy dy 2 d*y dy 2 d*y d*y
1226y, (%+<d—) g |\ @) T e

Seskupime podle 32732’:

d d dy\” dy\” d?
0 =122 — 6y—2 — 6y~2 — 6 (-y) — 6y (—y) + (=6ay — 32 +1) 2.

dx dx dx dx dx?
d?y dy dy\’
N J— 2 _— = — -_ I
= (“6ay =3y +1) 5 = — 120+ 12y~ + 6(z + y) (dx) :

Ay 120+ 12y 60 +y) ()]

dz? —6xr —3y?2 +1

, d )
Dosadime z = —1,y =1, % = -1

Gitatel: — 12(—1)+12-1-(=1)+6- (=1 +1) =12 — 12+ 0 =0,
jmenovatel: —6(—1)—3-14+1=6—-3+1=4.

Tedy:
d*y

s =0

(-11)=
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Dosadime piimku y = —x do rovnice ktivky:

F(x,—x) =2+ 22° - 30(—2)? — (—2)* + (—2)
=2+ 22 - 3p2® + 2% — 2
= (v — ) + (22° — 32° + 2°)
=04+0=0.

Zaveér: Piimka y = —x spliuje rovnici F'(x,y) = 0 pro vSechna z a tedy
v okoli bodu [—1, 1] kiivka lez{ na tetné — tecna je soucdsti kiivky.
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