
MA2 - prvńı zápočtový test

1. Určete obor konvergence řady
∞∑
n=1

(n + 2)−1(x− 1)n4n.

Pomoćı limitńıho pod́ılového kritéria pro absolutńı konvergenci urč́ıme:

lim
n→∞

∣∣∣∣4n+1(x− 1)n+1(n+ 2)

(n+ 3)4n(x− 1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣4(x− 1)(n+ 2)

(n+ 3)

∣∣∣∣ = 4|x−1| lim
n→∞

(
n+ 2

n+ 3

)

= 4|x− 1| lim
n→∞

(
1 + 2/n

(1 + 3/n)

)
= 4|x− 1|

Řada konverguje, jestliže:

4|x− 1| < 1 ⇒ |x− 1| < 1

4
⇒ x ∈

(
3

4
,
5

4

)
Nyńı prověř́ıme konvergenci na okraj́ıch intervalu:

Bod x = 3
4

Dosad́ıme bod a řada má tvar:

∞∑
n=1

(−1)n

n+ 2

Jedná se o alternuj́ıćı řadu, takže použijeme Leibnizovo kritérium:

� an = 1
n+2

> 0

� an je klesaj́ıćı

� limn→∞ an = 0

Všechny podmı́nky jsou splněny a řada tedy konverguje.
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Bod x = 5
4

Dosad́ıme bod a řada má tvar:

∞∑
n=1

1

n+ 2

Použijeme integrálńı kritérium: Zvoĺıme funkci f(x) = 1
x+2

, která je
na intervalu [1,∞) kladná, spojitá a klesaj́ıćı.∫ ∞

1

1

x+ 2
dx = [ln(x+ 2)]∞1 = ∞

A řada tedy diverguje.

Závěr

Obor konvergence řady je:

x ∈
[
3

4
,
5

4

)
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2. Spočtěte limitu: lim
(x,y)→(−1,1)

y2 − x2

y3 + x3
.

Po dosazeńı limitńıho bodu zjist́ıme, že se jedná o limitu typu 0/0. Zkuśıme,
jestli nejde něco zkrátit.
Čitatel:

y2 − x2 = (y − x)(y + x)

Jmenovatel:
y3 + x3 = (y + x)(y2 − xy + x2)

Po dosazeńı těchto úprav dostaneme:

lim
(x,y)→(−1,1)

y2 − x2

y3 + x3
= lim

(x,y)→(−1,1)

(y − x)(y + x)

(y + x)(y2 − xy + x2)

a po zkráceńı již lze limitu vyřešit dosazeńım:

= lim
(x,y)→(−1,1)

y − x

y2 − xy + x2
=

1− (−1)

12 − 1 · (−1) + (−1)2
=

2

3
.
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3. Rovnici x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0 transformujte do

nových nezávisle proměnných u =
x

y
, v = y.

Předpokládejte, že funkce f má spojité parciálńı

derivace.

Invertibilita transformace

Máme transformaci:

u =
x

y
, v = y.

Aby byla tato transformace invertibilńı, muśıme být schopni vyjádřit
p̊uvodńı proměnné x a y jako funkce nových proměnných u a v. Z rovnic:

u =
x

y
, v = y

můžeme vyjádřit y = v př́ımo. Dále můžeme vyjádřit x z rovnice u = x
y
:

x = u · y = u · v.

Tedy inverzńı transformace je:

x = uv, y = v.

Tedy tato transformace je invertibilńı, pokud y ̸= 0, protože pro každou
hodnotu (u, v) existuje jednoznačně určená hodnota (x, y), a to podle vzorc̊u
x = uv a y = v.

2. Výpočet parciálńıch derivaćı podle x a y

Chceme zjistit, jak se funkce f chová v nových proměnných u a v. Použijeme
větu o derivaci složené funkce.
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2.1) Derivace podle x:

∂f

∂x
=

∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x
.

Máme:

u =
x

y
⇒ ∂u

∂x
=

1

y
,

v = y ⇒ ∂v

∂x
= 0.

Tedy:

∂f

∂x
=

1

y

∂f

∂u
=

1

v

∂f

∂u
.

2.2) Derivace podle y:

∂f

∂y
=

∂f

∂u

∂u

∂y
+

∂f

∂v

∂v

∂y
.

Máme:

u =
x

y
⇒ ∂u

∂y
= − x

y2
,

v = y ⇒ ∂v

∂y
= 1.

Tedy:

∂f

∂y
= − x

y2
∂f

∂u
+

∂f

∂v
= −u

v

∂f

∂u
+

∂f

∂v
.

3. Transformace p̊uvodńı rovnice

Máme p̊uvodńı rovnici:

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0.

Dosad́ıme za x, y a výrazy pro ∂f
∂x

a ∂f
∂y
:
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uv

(
1

v

∂f

∂u

)
+ v

(
−u

v

∂f

∂u
+

∂f

∂v

)
= 0.

Zjednoduš́ıme jednotlivé členy:

u
∂f

∂u
− u

∂f

∂u
+ v

∂f

∂v
= 0.

Prvńı dva členy se navzájem ruš́ı, takže zbývá:

v
∂f

∂v
= 0.

4. Závěr

Rovnice se tedy zjednoduš́ı na:

∂f

∂v
= 0.

Tato rovnice ř́ıká, že funkce f nezáviśı na proměnné v, což znamená, že f
záviśı pouze na u = x

y
. Takže řešeńı p̊uvodńı rovnice je funkce f v závislosti

na u, tedy:

f(x, y) = g

(
x

y

)
,

kde g je libovolná funkce se spojitou derivaćı.
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4. Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně

se středem v bodě [1,−1] pro funkci f (x, y) =

y ex
2+y2−2 +

sin(xy + 1)

x
.

Chceme spoč́ıtat Taylor̊uv polynom druhého stupně se středem v bodě [1,−1].
1. Výpočet hodnoty funkce v bodě [1,−1]:

f(1,−1) = (−1)e1
2+(−1)2−2 +

sin(1 · (−1) + 1)

1
= −e0 +

sin(0)

1
= −1.

2. Výpočet prvńı parciálńı derivace podle x:

∂f

∂x
= y · ex2+y2−2 · 2x+ cos(xy + 1) · y · 1

x
− sin(xy + 1) · 1

x2
.

Vyhodnoceńı v bodě [1,−1]:

∂f

∂x
(1,−1) = (−1) · e0 · 2(1) + cos(0) · (−1) · 1

1
− sin(0) · 1

12
= −2− 1 = −3.

3. Výpočet prvńı parciálńı derivace podle y:

∂f

∂y
= ex

2+y2−2 + 2y2 · ex2+y2−2 + cos(xy + 1).

Vyhodnoceńı v bodě [1,−1]:

∂f

∂y
(1,−1) = e0 + 2(−1)2e0 + cos(0) = 1 + 2 + 1 = 4.

4. Výpočet druhé parciálńı derivace dvakrát podle x:
Prvńı člen:

∂

∂x

(
y · ex2+y2−2 · 2x

)
= y · ex2+y2−2 · (2 + 4x2).

Druhý člen:
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∂

∂x

(
cos(xy + 1) · y · 1

x

)
= − sin(xy + 1) · y2 · 1

x
+ cos(xy + 1) · y ·

(
− 1

x2

)
.

Třet́ı člen:

∂

∂x

(
− sin(xy + 1) · 1

x2

)
= − cos(xy + 1) · y · 1

x2
+ 2 sin(xy + 1) · 1

x3
.

Vyhodnoceńı v bodě [1,−1]:

∂2f

∂x2
(1,−1) = −1·e0(2+4)−sin(0)+cos(0)+cos(0)+2 sin(0) = −6+2 = −4.

5. Výpočet druhé parciálńı derivace dvakrát podle y
Prvńı člen:

∂

∂y

(
ex

2+y2−2
)
= 2y · ex2+y2−2.

Druhý člen:

∂

∂y

(
2y2ex

2+y2−2
)
= 4y · ex2+y2−2 + 2y2 · ex2+y2−2 · 2y.

Třet́ı člen:

∂

∂y
(cos(xy + 1)) = −x · sin(xy + 1).

Vyhodnoceńı v bodě [1,−1]:

∂2f

∂y2
(1,−1) = −2 · e0 − 4 · e0 − 4 · e0 − sin(0) = −10.

6. Výpočet druhé parciálńı derivace podle y a x:

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
ex

2+y2−2 + 2y2 · ex2+y2−2 + cos(xy + 1)
)

= ex
2+y2−2 · 2x+ 2y2 · ex2+y2−2 · 2x− y · sin(xy + 1).
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Vyhodnoceńı v bodě [1,−1]:

∂2f

∂x∂y
(1,−1) = 2 · e0 + 4 · e0 + sin(0) = 6.

7. Taylor̊uv polynom druhého stupně v bodě [1,−1] je dán vzorcem:

P2(x, y) = f(1,−1) +
∂f

∂x
(1,−1)(x− 1) +

∂f

∂y
(1,−1)(y + 1)

+
1

2

[
∂2f

∂x2
(1,−1)(x− 1)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(1,−1)(x− 1)(y + 1) +

∂2f

∂y2
(1,−1)(y + 1)2

]
.

Po dosazeńı hodnot:

P2(x, y) = −1−3(x−1)+4(y+1)+
1

2

[
−4(x− 1)2 + 2 · 6(x− 1)(y + 1)− 10(y + 1)2

]
.
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5. Určete, zda křivka určená implicitně rovnićı

F (x, y) = x+2x3−3xy2−y3+y = 0 lež́ı v okoĺı bodu

[−1, 1] nad tečnou nebo pod tečnou. Napǐste

rovnici této tečny.

1. Ověřeńı, že bod [−1, 1] lež́ı na křivce

F (−1, 1) = −1 + 2(−1)3 − 3(−1)(1)2 − (1)3 + 1 = −1− 2 + 3− 1 + 1 = 0.

Závěr: Bod [−1, 1] lež́ı na křivce.

2. Ověřeńı existence funkce y = y(x) pomoćı věty o
implicitńı funkci

∂F

∂y
= −6xy − 3y2 + 1 a

∂F

∂y
(−1, 1) = 6− 3 + 1 = 4 ̸= 0.

Závěr: V okoĺı bodu [−1, 1] existuje jednoznačná hladká funkce y = y(x),
která splňuje rovnici F (x, y(x)) = 0.

3. Prvńı derivace dy
dx

Implicitně derivujeme rovnici F (x, y(x)) = 0:

d

dx
(x+ 2x3 − 3xy2 − y3 + y) = 0.

Použijeme pravidla pro derivaci složené funkce:

d

dx
F (x, y) = 1 + 6x2 − 3y2 − 6xy

dy

dx
− 3y2

dy

dx
+

dy

dx
= 0

⇒
(
−6xy − 3y2 + 1

) dy
dx

= −1− 6x2 + 3y2

⇒ dy

dx
=

−1− 6x2 + 3y2

−6xy − 3y2 + 1
.

Dosad́ıme bod [−1, 1]:
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dy

dx
(−1, 1) =

−1− 6(−1)2 + 3(1)2

−6(−1)(1)− 3(1)2 + 1
=

−1− 6 + 3

6− 3 + 1
=

−4

4
= −1.

Tečna má směrnici−1. Z zadaného bodu [−1, 1] a z vypočtené směrnice
−1 źıskáme rovnici tečny:

y − 1 = −1(x+ 1) ⇒ y = −x.

4. Druhá derivace d2y
dx2 :

d

dx

(
1 + 6x2 − 3y2 − 6xy

dy

dx
− 3y2

dy

dx
+

dy

dx
= 0

)
.

12x−6y
dy

dx
−6

(
y
dy

dx
+ x

(
dy

dx

)2

+ xy
d2y

dx2

)
−3

(
2y

(
dy

dx

)2

+ y2
d2y

dx2

)
+
d2y

dx2
= 0.

Seskuṕıme podle d2y
dx2 :

0 = 12x− 6y
dy

dx
− 6y

dy

dx
− 6x

(
dy

dx

)2

− 6y

(
dy

dx

)2

+
(
−6xy − 3y2 + 1

) d2y
dx2

.

⇒
(
−6xy − 3y2 + 1

) d2y
dx2

= −12x+ 12y
dy

dx
+ 6(x+ y)

(
dy

dx

)2

,

⇒ d2y

dx2
=

−12x+ 12y dy
dx

+ 6(x+ y)
(
dy
dx

)2
−6x− 3y2 + 1

.

Dosad́ıme x = −1, y = 1, dy
dx

= −1:

čitatel: − 12(−1) + 12 · 1 · (−1) + 6 · (−1 + 1) = 12− 12 + 0 = 0,

jmenovatel: − 6(−1)− 3 · 1 + 1 = 6− 3 + 1 = 4.

Tedy:
d2y

dx2
(−1, 1) =

0

4
= 0.
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Dosad́ıme př́ımku y = −x do rovnice křivky:

F (x,−x) = x+ 2x3 − 3x(−x)2 − (−x)3 + (−x)

= x+ 2x3 − 3xx2 + x3 − x

= (x− x) + (2x3 − 3x3 + x3)

= 0 + 0 = 0.

Závěr: Př́ımka y = −x splňuje rovnici F (x, y) = 0 pro všechna x a tedy
v okoĺı bodu [−1, 1] křivka lež́ı na tečně — tečna je součást́ı křivky.
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