1. test MA2 — ukazkové reseni

1.

Urcete obor konvergence rady

Zn (x +5)"

K urcéeni oboru konvergence této rady vyuzijeme limitni podilové kritérium, které rika,
ze pokud plati lim,, “Zjll‘ <1, je 307 a, absolutné konvergentny.

Do levé strany nerovnosti tedy dosadime n-ty a (n + 1)-ni clen fady a limitu vyresime.
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Vyfesime nerovnici s upravenou levou stranou.
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Reseni nalezneme s vyuzitim ¢selné osy. Nulovy bod absolutni hodnoty je —5 a vzda-
lenost od néj ma byt mensi nez 2. Vysledkem je tedy interval z € (—7; —3), ve kterém
rada absolutné konverguje. O konvergenci fady v krajnich bodech intervalu musime
rozhodnout pomoci jinych kritérii konvergence.

Hrani¢ni body intervalu dosadime do predpisu rady.

Nejprve dosadime x = —7 :
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O konvergenci fady > 72 n) muzeme rozhodnout pomoci Leibnizova kritéria:

Necht ¥n € N plati a, 2 ani1 > 0. Potom je tada 30° (—1)""a, konvergentni prdvé
tehdy, je-li splnena nutnd podminka konvergence, tedy lim, . a, = 0.

Radu %0 “—— upravime do tvaru uveden¢ho v Leibnizové kritériu.
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Do podminky konvergence dosadime n-ty c¢len posloupnosti, tedy (%), a limitu spoci-
tame.
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Podminka konvergence je splnéna a tedy ptivodni fada na zakladé Leibnizova kritéria
v bodé x = —7 konverguje.
A déle dosadime x = —3:
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Radé ij’:l% se Tikd harmonickd a vime o ni, Ze nekonverguje. Pokud bychom tuto
znalost neméli, vyuzijeme integralniho kritéria:

Necht k € N a funkce f je spojitd, nerostouci a nezapornd na intervalu (k;o0). Potom
je tada Y32, f(n) konvergentni prdvé tehdy, kdyz lim, . [ f(z)dz < oo.

V nasem ptipadé je f(z) = %, kterd je spojitd, nerostouci a nezdporna na intervalu
(1; 00). Pottebujeme tedy spocitat:
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Protoze limita vysla oo, tak z integralniho kritéria plyne, ze piivodni fada v bodé x = —3
nekonverguje.

Celkem tedy mame, ze fada je konvergentni pro = € (—7; —3).



2. Spoctéte limitu:
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Aby limita mohla existovat, musi byt splnéna nutna podminka existence limity.
Existuji-li limity im, . f(x;y0) a limy_,,, f(zo;y) @ jsou rizné, potom
By ) (20,00) J (@3 ) neezistuje. Pokud by limity lim,_,., f(2;y0) @ limy_y, f(zo;y)
byly stejné, potom je jim i (g ) (z0,0) f(2:y) bud rovna, nebo neexistuje.

Ovérime tedy platnost nutné podminky existence limity.
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Jak vidime, nutnd podminka existence limity nebyla splnéna, limita tedy neexistuje.

K urceni limity mtzeme zvolit i jiny postup. Ma-li funkce v daném bodé limitu, na-
lezneme ji, budeme-li se k danému bodu pohybovat po jakékoli kiivce (resp. k limité v
daném bodé se musime dostat po vSech kiivkéch).

K bodu, v némz limitu poc¢itame, se budeme blizit po vsech primkach. V takovém
pfipadé najdeme predpis vSech piimek, které prochézi bodem [1; —1] a zapiSeme ho ve
smérnicovém tvaru, tedy y = k(x — 1) — 1. Zda jsme predpis piimky zapsali spravneé,
miizeme ovéfit dosazenim soufadnic zadaného bodu, rovnost musi byt pravdiva. Cislo
k se nazyva smérnice primky a udava jeji sklon. Smérnicovy predpis primky dosadime
do limity za y a limitu spocitame.

Vyjde-li limita zavisla na k, v daném bodé neexistuje. Pokud vyjde na k nezavisla,
existovat muze, ale nemusil. V takovém pripadé bychom museli vyuzit dalsi zpusoby
urcovani limit v daném bodé, napt. vétu o limité sevrené funkce nebo transformaci do
poldrnich souradnic.
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Limita vysla zavisla na k, opét tedy dohazime k zavéru, ze limita neexistuje.



3. Diferencialni rovnici z2f”(z) — 3zf'(z) + 6f(z) = 0 transformujte zavedenim
nové nezavislé proménné ¢ vztahem x = €', (x > 0). Pfedpokladejte, Ze funkce
f ma spojitou derivaci druhého radu.
Chceme-li tesit diferencialni rovnice, byva zavedeni novych proménnych ¢asto vyhodné.

Pro nahrazeni proménné x proménnou t dle zadani ur¢ime nejprve prvni a druhou
derivaci funkce f, do které nasledné dosadime x = e’ (a tedy 1dx = e'dt). Jedna
se o aplikaci véty o derivaci slozené funkce. Jesté ovérime vzdjemnou jednoznacnost
transformace: Inx = ¢, pro z > 0.
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Pozn.: Pri vypoctu druhé derivace jsme ve ¢tvrtém kroku za % dosadili vysledek prvni
derivace. V zavorce patého kroku je derivace soucinu.

Vztah o = €' a derivace upravené pro proménnou ¢ dosadime do ptivodni diferencidlni
rovnice a upravime.

e (e_%d2f(t) — e_2tdf(t)> — 3ete_tﬁ(t) +6f(t)=0
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(1) — 4 (1) + 6£(1) =
Upravenou diferencialni rovnici miizeme zapsat i ve tvaru

JIE) = Af(6) +6f(t) =

Formélné spravngjsi je preznacit funkei takto: g(t) := f(e') a vysledek by pak tedy
vypadal takto:

g"(t) — 4g'(t) + 69(t) = 0.



4. Urcete Taylorav polynom tietiho stupné se stfedem v bodé [1; —1] pro funkci:

f(z,y) = 2* —22%y + 3wy — 3y + 2> — 1

Taylorav polynom funkce f v bodé a je polynom, ktery ma v bodé a stejnou funkcéni
hodnotu jako f a stejnou hodnotu derivaci az do fadu rovnému stupni polynomu. Pro
funkci dvou proménnych je vztah pro ur¢eni Taylorova polynomu tietiho stupné v bodé
[a; b] nasledujici:
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Abychom mohli do vztahu dosadit, spoc¢itdme nejprve funkéni hodnotu v bodé [1; —1] a
parcidlni derivace funkce f(z;y) az do 3. fadu. I do nich dosadime souradnice zadaného
bodu [1; —1].
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Nyni parcialni derivace dosadime do vztahu pro Taylortv polynom a tvar zjednodusime.

Ty(z,y) =4+4(x—1) —6(y+1) +; (10 = 1> +2(-1)(z = D(y+ 1) + 4@y +1)*) +
+(1), (6(z = 1)° + 3(~4)(x - 1)*(y + 1))

Ts(z,y) = 4+4(x—1)—6(y+1)+5(z—1)* = (z—1) (y+1)+2(y+1)*+(2—1)>=2(x—1)*(y+1)

Pozn.: Polynom neni nutné dale upravovat, v tomto tvaru je dostacujici.



5. Urcete, zda krivka urcena implicitné rovnici
F(z,y) =z + 223 — 3y — y* + ¢ ¥ = 0 lezi v okoli bodu [1;1] nad teénou nebo
pod te¢nou. Napiste rovnici této tecny.

Abychom mohli urcit, zda krivka v okoli bodu lezi pod tecnou nebo nad tecnou, musime
v daném bodeé spocitat druhou derivaci funkce. Vyjde-li derivace kladna, kiivka je v okoli
bodu konvexni, a tedy je nad te¢nou, vyjde-li zaporna, krivka je konkavni, a tedy pod
tecnou.

F' je funkce (n+ 1) proménnych a hleddme mnozinu M = {[z;y] : F(z;y) = 0}. Zajima
nas, jak mnozina vypada a zda je mozné vyjadrit jednu proménnou jako funkci ostat-
nich proménnych. Postacujici podminku existence implicitni funkce nam rika nasledujici
véta:

Necht F : R"™ — R je spojitd v otevieném (n+ 1)-rozmérném intervalu J obsahujicim
bod [xo; Yo, kde xog € R™ a yo € R. Dale predpoklidejme, Ze funkce F md v intervalu
J spojitou parcidlni derivaci podle proménné y a %(%;yo) # 0, F(xo;90) = 0. Potom
existuje otevreny interval J; C J, na némz je rovnici F(x;y) = 0 urcena prdvé jedna
funkce y = f(x) = f(21; 225 ...; 7).

Véta popisuje situaci, kdy v bodech, kde neni tecna ke grafu rovnobézna s osou y,
miizeme jednu neznamou vyjadrit jako funkci ostatnich proménnych.

Dalsi véta mluvi o derivaci implicitni funkce:

Necht F : R"™' — R md spojité parcidlni derivace aZ do 7ddu m v otevieném (n + 1)-
rozmérném intervalu J obsahujicim bod [xo;yo], kde zo € R™ a yo € R. Ddle predpo-
klddejme, Ze funkce %(mo;yo) # 0 a F(zo;y0) = 0. Potom ezistuje otevreny interval
J1 C J, na némzZ md funkce y = f(x) = f(x1;22;...;x,) (jednoznacné uréena rovnici
F(z, f(x)) = 0) spojité parcidalni derivace az do radu m.

Spocitame tedy derivaci % v bodé [1;1]
OF
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Derivace vysla nenulové, y = f(x) v okoli bodu [1;1] tedy existuje. Nyni spocitame
prvni derivaci funkce y = f(x) ze vztahu F'(z; f(x)) = 0 dosazenim soutadnic bodu za
r=1lay=f(1) =1

F'(z; f(2)) = 14 62% = 3(f(z) + af'(x)) = 3f*(2) f'(x) + " ¥(1 = f'(x)) = 0
5 14+6-3-3f(1)=3f(1)+1— f(1)=0
—7f(1) = =5

5
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Déle spocitame druhou derivaci funkce y = f(z) ze vztahu F”(z; f(x)) = 0 dosazenim
vyse vypoctené prvni derivace.



F'(w; f(2)) = 122 = 3f'(x) = 3(f'(2) + 2 f"(2)) = 3(2f (x)(f'(2))* + f*(2) f"(x))+
+e" (1= f'(@))* + e (= f"(x)) = 0

15 15 150 4
12 _____ 3//1_7_ 1/1 - /11:
12— = 2 = 3(1) — o =3 (1) + oo — (1) =0
588 — 210 — 150 + 4 = 343f"(1)
232
//1:7

Protoze druha derivace funkce f vysla kladna, znamena to, Zze funkce je konvexni, a
tedy lezi NAD tecnou.

Rovnici te¢ny uréime ze vztahu

t:(y—yo) = f'(x)(x — )
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