
Studentské řešeńı po revizi vyučuj́ıćıho.

1 Určete obor konvergence řady

∞∑
n=1

(x− 2)n · 2(1−n) · n−1

Použijeme limitńı pod́ılové kritérium pro absolutńı konvergenci:

Věta

Je-li limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1 nebo limn→∞
n
√
|an| < 1, je řada

∑∞
n=1 an absolutně konver-

gentńı; je-li limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1 nebo limn→∞
n
√

|an| > 1, je řada
∑∞

n=1 an divergentńı.

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(x− 2)n+1 · 2(1−n−1) · (n+ 1)−1

(x− 2)n · 2(1−n) · n−1

∣∣∣∣
Rozeṕı̌seme, zkrát́ıme a využijeme výsledek z následuj́ıćıho boxu:

= lim
n→∞

∣∣∣∣(x− 2)n · (x− 2) · 2−n · (n+ 1)−1

(x− 2)n · 2−n · 21 · n−1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(x− 2) · (n+ 1)−1

2 · n−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x− 2

2

∣∣∣∣

Limita n
n+1

Vytkneme n v čitateli i jmenovateli a následně zkrát́ıme:

n

n+ 1
=

n

n
· 1

1 + 1
n

= 1 · 1

1 + 1
n

Výraz ve jmenovateli:

lim
n→∞

1

1 + 1
n

=
1

1 + 0
= 1

Tedy:

lim
n→∞

n

n+ 1
= 1
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Aby řada konvergovala, muśı být tato limita menš́ı než 1:∣∣∣∣x− 2

2

∣∣∣∣ < 1

Řeš́ıme tuto nerovnost:

−1 <
x− 2

2
< 1

−2 < x− 2 < 2

0 < x < 4

Řada konverguje absolutně v intervalu (0, 4). Nyńı muśıme zjistit, jestli řada v krajńıch
bodech konverguje nebo diverguje.

Definice harmonické řady

Harmonická řada je řada tvaru:
∞∑
n=1

1

n

Leibnizovo kritérium

Nechť ∀n ∈ N plat́ı an ≥ an+1 > 0. Potom je řada
∑∞

n=1(−1)n+1an konvergentńı,
právě když limn→∞ an = 0. Pro součet s této řady plat́ı: a1 − a2 ≤ s ≤ a1.

Pro x = 0:

Dosazeńım x = 0 do zadané řady źıskáme:

∞∑
n=1

(0− 2)n · 2(1−n) · n−1 =
∞∑
n=1

(−1)n · 2n · 2 · 2−n · n−1 =
∞∑
n=1

(−1)n · 2 · n−1

Řada je tedy alternuj́ıćı. Před využit́ım Leibnizova kritéria muśıme ověřit, zda posloup-
nost an splňuje dvě podmı́nky:
1. Monotónńı klesáńı:

an =
2

n

Posloupnost an je klesaj́ıćı, protože 2
n+1

< 2
n
pro všechna n ∈ N.

2. Konvergence k nule:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2

n
= 0

Jelikož obě podmı́nky plat́ı, dle Leibnizova kritéria je řada konvergentńı.
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Integrálńı kritérium

Nechť k ∈ N a funkce f je spojitá, nerostoućı a nezáporná na intervalu [k,∞). Potom
je řada

∑∞
n=k f(n) konvergentńı, právě když limn→∞

∫∞
k

f(x) dx < ∞.

Pro x = 4:

Dosazeńım x = 4 do výrazu pro obor konvergence řady źıskáme:

∞∑
n=1

(4− 2)n · 2(1−n) · n−1 =
∞∑
n=1

2n · 2 · 2−n · n−1 =
∞∑
n=1

2 · n−1

Pro určeńı konvergence této řady použijeme integrálńı kritérium. Na intervalu [1,∞) je
funkce f(n) = 2 · n−1 spojitá, klesaj́ıćı a nezáporná. Nyńı spoč́ıtáme určitý integrál

lim
n→∞

∫ n

1

2 · x−1 dx = lim
n→∞

2 [ln(n)]n1 = 2 lim
n→∞

(ln(n)− ln(1)) = 2 lim
n→∞

ln(n) = ∞

Určitý integrál neńı konečný, proto podle integrálńıho kritéria řada
∑∞

n=1 2 ·n−1 diverguje
k nekonečnu.

Interval konvergence řady je tedy [0, 4).
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2 Spočtěte limitu:

lim
(x,y)→(−1,1)

4x− y + 5

(1 + 2x+ y)2

Funkci transformujeme z kartézských souřadnic (x, y) do zobecněných polárńıch souřadnic
(r, θ). Poté dosad́ıme, zjednoduš́ıme výraz a zkuśıme dokázat, že limita záviśı na úhlu.

Transformace do zobecněných polárńıch souřadnic (posouváme střed do bodu
[−1, 1]):

x = r cos(θ)− 1, y = r sin(θ) + 1

Proč polárńı souřadnice?

� Symetrie: Polárńı souřadnice často lépe zachycuj́ı symetrie v problému. To může
vést k jednodušš́ımu vyjádřeńı limity.

� Redukce komplexity: Polárńı souřadnice mohou sńıžit složitost výrazu a usnadnit
analýzu, zejména pokud je problém symetrický nebo má cylindrickou či sférickou
symetrii.

� Přirozenost: V některých problémech, jako je tento, jsou polárńı souřadnice
přirozeným zp̊usobem popisu situace. Např́ıklad v problémech s kruhovou nebo
radiálńı symetríı.

V tomto konkrétńım př́ıpadě je transformace do polárńıch souřadnic vhodná kv̊uli
zjednodušeńı výrazu a snadněǰśı analýze. Po dosazeńı do limitńıho výrazu se často
stane mnohem přehledněǰśım a lépe zpracovatelným.

Dosazeńı do limitńıho výrazu

lim
r→0+

4r cos(θ)− 4− r sin(θ)− 1 + 5

(1 + 2r cos(θ)− 2 + r sin(θ) + 1)2

Zjednodušeńı výrazu

= lim
r→0+

4r cos(θ)− r sin(θ)

(2r cos(θ) + r sin(θ))2
= lim

r→0+

4 cos(θ)− sin(θ)

r(2 cos(θ) + sin(θ))2
=

4 cos(θ)− sin(θ)

(2 cos(θ) + sin(θ))2
lim
r→0+

1

r

Výpočet limity

Protože r se bĺıž́ı k 0 zprava, jedná se o limitu typu jedna děleno nulou, přičemž výraz je
kladný a tedy limita na pravé straně je nekonečno násobené výrazem závisej́ıćım na úhlu.
Zkuśıme ověřit, že limita záviśı na úhlu (konkrétně potřebujeme naj́ıt dva úhly tak, aby výraz
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závisej́ıćı pouze na úhlu byl pro jeden úhel kladný a pro druhý záporný). Zde konkrétně
zvoĺıme nejprve θ = 0 a pak θ = π

2
. Pokud budou výsledky limit odlǐsné, znamená to, že

limita funkce po transformaci záviśı na úhlu a t́ım pádem p̊uvodńı limita neexistuje.

Pro θ = 0

lim
r→0+

4 cos 0− sin 0

r(2 cos(0) + sin(0))2
= lim

r→0+

4 · 1− 0

r(2 + 0)2
= lim

r→0+

4

r · 4
= +∞

Pro θ = π
2

lim
r→0+

4 cos π
2
− sin π

2

r(2 cos(π
2
) + sin(π

2
))2

= lim
r→0+

4 · 0− 1

r(2 · 0 + 1)2
= lim

r→0+

−1

r
= −∞

Z výsledk̊u těchto limit vyplývá, že zadaná limita neexistuje.
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3 Určete Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně se středem v bodě [0,0]
pro funkci:

f(x, y) = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

Nejprve spoč́ıtáme parciálńı derivace f(x, y):

Prvńı derivace:

∂f

∂x
= 3x2 + 6xy + 3y2

∂f

∂y
= 3x2 + 6xy + 3y2

Druhá derivace:

∂2f

∂x2
= 6x+ 6y

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 6x+ 6y

∂2f

∂y2
= 6x+ 6y

(Proto muśıme smı́̌sené derivace násobit dvěma.)
Třet́ı derivace:

∂3f

∂x3
= 6

∂3f

∂x∂y∂x
=

∂3f

∂y∂x2
=

∂3f

∂x2∂y
= 6

∂3f

∂y∂x∂y
=

∂3f

∂y2∂x
=

∂3f

∂x∂y2
= 6

∂3f

∂y3
= 6

(Proto muśıme smı́̌sené derivace násobit třemi.)

Vzorec Taylorova polynomu pro funkce jedné proměnné

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n
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Vzorec Taylorova polynomu třet́ıho stupně pro funkce dvou proměnných

v bodě [a, b]

P3(x, y) = f(a, b) +
∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − b)

+
1

2!

(
∂2f

∂x2
(a, b)(x− a)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(a, b)(x− a)(y − b) +

∂2f

∂y2
(a, b)(y − b)2

)
(násobeńı dvojkou)

+
1

3!

(
∂3f

∂x3
(a, b)(x− a)3 + 3

∂3f

∂x2∂y
(a, b)(x− a)2(y − b) + 3

∂3f

∂x∂y2
(a, b)(x− a)(y − b)2

)

+
1

3!

∂3f

∂y3
(a, b)(y − b)3 (násobeńı trojkou)

Dosad́ıme souřadnice bodu a = 0, b = 0 a hodnoty derivaćı do vzorce:

P3(x, y) = 0 + (0)x+ (0)y

+
1

2!

(
(0)x2 + 2 (0)xy + (0)y2

)
+
1

3!

(
(6)x3 + 3 (6)x2y + 3 (6)xy2 + (6)y3

)
Po zjednodušeńı dostaneme:

P3(x, y) = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3
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4 Ke křivce implicitně určené rovnićı:

F (x, y) = x4 + 2xy + y4 = 0

napǐste rovnici tečny v bodě [-1,1] a dále určete, zdali tato křivka
lež́ı v okoĺı bodu [-1,1] nad tečnou nebo pod tečnou.

Protože F (−1, 1) = (−1)4 + 2(−1)(1) + 14 = 1− 2 + 1 = 0 a

∂F

∂y
= 2x+ 4y3

∂F

∂y
(−1, 1) = 2 ̸= 0,

tak implicitńı funkce y = f(x) existuje v okoĺı bodu [-1,1]. Nejprve spoč́ıtáme
prvńı a druhé derivace implicitńı funkce y = f(x):

F ′(x, f(x)) = 4x3 + 2(f(x) + xf ′(x)) + 4f 3(x)f ′(x) = 0,

F ′′(x, f(x)) = 12x2 + 2(f ′(x) + f ′(x) + xf ′′(x)) + 12f 2(x)f ′(x)f ′(x) + 4f 3(x)f ′′(x) = 0.

Následně z prvńı derivace vyjádř́ıme jej́ı hodnotu v bodě [-1,1] t́ım, že dosad́ıme
za body x = −1 a y = 1:

−4 + 2− 2f ′(−1) + 4f ′(−1) = 0,

f ′(−1) = 1.

Výsledek potom dosad́ıme do druhé derivace opět společně s bodem [-1,1] a dostaneme
hodnotu druhé derivace v bodě [-1,1]:

12 + 2(2− f ′′(−1)) + 12 + 4f ′′(−1) = 0,

f ′′(−1) = −14.

8



Funkce y=f(x) je v okoĺı bodu [-1,1] konkávńı, takže křivka lež́ı v okoĺı bodu
[-1,1] POD tečnou.

Následně vypoč́ıtáme rovnici tečny. Použijeme k tomu parciálńı derivace podle x
a podle y. Bod [-1, 1] dosad́ıme do obou parciálńıch derivaćı a následně výsledky
dosad́ıme do vzorce pro určeńı rovnice tečny.

∂F

∂x
= 4x3 + 2y

∂F

∂x
(−1, 1) = −2

∂F

∂y
= 2x+ 4y3

∂F

∂y
(−1, 1) = 2

Obecná rovnice tečny

(y − y0) = −
∂F
∂x
(x0, y0)

∂F
∂y
(x0, y0)

(x− x0) = f ′(x0)(x− x0)

(y − 1) = −
∂F
∂x
∂F
∂y

(x+ 1)

(y − 1) = −(−2)

2
(x+ 1)

(y − 1) = x+ 1

y = x+ 2
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5 Pomoćı transformace do nových nezávisle proměnných u = 2x+
3y a v = 2x−3y zjednodušte vlnovou rovnici ∂2f

∂x2 (x, y)− 4
9
∂2f
∂y2 (x, y) =

0. Předpokládejte, že funkce f má všechny derivace druhého
řádu spojité.

Věta o parciálńı derivaci složené funkce.

Nechť funkce gi : Rn → R, i = 1, . . . , n maj́ı v bodě x0 = [x01, . . . , x0n] parciálńı
derivace ∂gi

∂xj
(x0), j = 1, . . . , n. Dále nechť funkce f : Rn → R má totálńı diferenciál v

bodě y0 = [y01, . . . , y0n], kde y0i = gi(x0). Potom plat́ı:

∂f(g1, . . . , gn)

∂xj

(x0) =
n∑

i=1

∂f

∂yi
(y0)

∂gi
∂xj

(x0)

Ověřeńı jednoznačnosti transformace.

Vyjádř́ıme staré souřadnice pomoćı nových:

x =
u+ v

4

y =
u− v

6

Aplikujeme výše uvedenou větu a najdeme parciálńı derivace f podle u a v:

∂f

∂x
=

∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x

∂f

∂y
=

∂f

∂u

∂u

∂y
+

∂f

∂v

∂v

∂y

Snadno spoč́ıtáme, že:

∂u

∂x
= 2,

∂u

∂y
= 3,

∂v

∂x
= 2,

∂v

∂y
= −3

A dosazeńım do obecného vzorce vyjádř́ıme prvńı derivace:

∂f

∂x
=

∂f

∂u
· 2 + ∂f

∂v
· 2

∂f

∂y
=

∂f

∂u
· 3 + ∂f

∂v
· (−3)
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Následně prvńı derivace opět zderivujeme a opět použijeme výše uvedenou větu,
ale tentokrát na prvńı derivace:

∂2f

∂x2
= 2

(
∂2f

∂u2

∂u

∂x
+

∂2f

∂u∂v

∂v

∂x

)
+ 2

(
∂2f

∂v∂u

∂u

∂x
+

∂2f

∂v2
∂v

∂x

)
∂2f

∂y2
= 3

(
∂2f

∂u2

∂u

∂y
+

∂2f

∂u∂v

∂v

∂y

)
− 3

(
∂2f

∂v∂u

∂u

∂y
+

∂2f

∂v2
∂v

∂y

)
A po dosazeńı dostaneme:

∂2f

∂x2
= 4

∂2f

∂u2
+ 8

∂2f

∂u∂v
+ 4

∂2f

∂v2

∂2f

∂y2
= 9

∂2f

∂u2
− 18

∂2f

∂u∂v
+ 9

∂2f

∂v2

Dosad́ıme do vlnové rovnice a zjednoduš́ıme:

16
∂2f

∂u∂v
(u, v) = 0.
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