Studentské reSeni po revizi vyucujiciho.

1 Urcete obor konvergence rady
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Pouzijeme limitni podilové kritérium pro absolutni konvergenci:
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Rozepiseme, zkratime a vyuzijeme vysledek z nasledujiciho boxu:
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Vytkneme n v citateli i jmenovateli a nasledné zkratime:

Vyraz ve jmenovateli:

Tedy:

1m =
n—oo 1, + 1




Aby tfada konvergovala, musi byt tato limita mensi nez 1:

r—2
2

\ <1
Resime tuto nerovnost:
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Rada konverguje absolutné v intervalu (0,4). Nynf musime zjistit, jestli fada v krajnich
bodech konverguje nebo diverguje.

Definice harmonické rady

Harmonicka tada je fada tvaru:
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Leibnizovo kritérium

Necht Vn € N plati a, > an41 > 0. Potom je fada Yy - (—1)"*'a, konvergentni,

praveé kdyz lim,, .., a, = 0. Pro soucet s této rady plati: a; —as < s < ay.

Pro z =0:

Dosazenim x = 0 do zadané rady ziskame:
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Rada je tedy alternujici. Pfed vyuzitim Leibnizova kritéria musime ovéfit, zda posloup-
nost a, spliuje dvé podminky:
1. Monoténni klesani:

ap = —
n
Posloupnost a,, je klesajici, protoze n%l < % pro vSechna n € N.

2. Konvergence k nule:
2
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Jelikoz obé podminky plati, dle Leibnizova kritéria je fada konvergentni.



Integralni kritérium

Necht & € N a funkce f je spojitd, nerostouci a nezdporna na intervalu [k, oo). Potom
jetada > 7, f(n) konvergentni, prave kdyz lim,,_,« fkoo f(z)dr < oo.

Pro z = 4:

Dosazenim x = 4 do vyrazu pro obor konvergence fady ziskdme:
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Pro urceni konvergence této rady pouzijeme integrélni kritérium. Na intervalu [1,00) je
funkce f(n) = 2-n~! spojitd, klesajici a nezdpornd. Nynf spocitdme urcity integral
li 2-z7 dz = lim 2[In(n)]} =2 lim (In(n) —In(1)) = 2 lim In(n) =
lim [ 227 dr = lm 2 ()]} =2 Jim (1n(n) ~In(1)) = 2 Jim In(n) = o0
Urcity integréal neni konecny, proto podle integrélniho kritéria fada Y -, 2-n~! diverguje
k nekonecnu.
Interval konvergence fady je tedy [0,4).



2 Spoctéte limitu:
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Funkei transformujeme z kartézskych souradnic (x,y) do zobecnénych polarnich souradnic
(r,0). Poté dosadime, zjednodusime vyraz a zkusime dokazat, ze limita zévisi na tihlu.

Transformace do zobecnénych polarnich soufadnic (posouvame stied do bodu
[_17 1]):

r=rcos(fd)—1, y=rsin(d)+1

Proé¢ polarni souradnice?

e Symetrie: Polarni souradnice casto 1épe zachycuji symetrie v problému. To muze
vést k jednodussimu vyjadieni limity.

e Redukce komplexity: Poldrni soufadnice mohou snizit slozitost vyrazu a usnadnit
analyzu, zejména pokud je problém symetricky nebo ma cylindrickou ¢i sférickou
symetrii.

e Prirozenost: V nékterych problémech, jako je tento, jsou polarni souradnice
prirozenym zpusobem popisu situace. Napiiklad v problémech s kruhovou nebo
radialni symetrii.

V tomto konkrétnim pripadé je transformace do polarnich souradnic vhodna kvuli
zjednoduseni vyrazu a snadnéjsi analyze. Po dosazeni do limitniho vyrazu se casto
stane mnohem prehlednéjsim a lépe zpracovatelnym.

Dosazeni do limitniho vyrazu
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ZjednodusSeni vyrazu
~ lim 4r cos(f) — rsin(0) — lim 4 cos(#) — sin(0) _ 4 cos(#) — sin(0) i 1

ro0+ (2r cos(f) + rsin(0))2 oo+ 7(2cos(0) +sin(0))?2  (2cos(f) + sin(0))? o+

Vypocet limity

Protoze r se blizi k 0 zprava, jedna se o limitu typu jedna déleno nulou, pficemz vyraz je
kladny a tedy limita na pravé strané je nekone¢no nasobené vyrazem zavisejicim na thlu.
Zkusime ovérit, ze limita zdvisi na tithlu (konkrétné potfebujeme najit dva tihly tak, aby vyraz



zévisejici pouze na uhlu byl pro jeden thel kladny a pro druhy zaporny). Zde konkrétné
zvolime nejprve ¢ = 0 a pak 6 = 7. Pokud budou vysledky limit odlisné, znamena to, ze

limita funkce po transformaci zavisi na thlu a tim padem puvodni limita neexistuje.

Pro =0

I 4cos(0 —sin0 . 4-1-0 _ 4 n
11m = im —— = [iIm — = o0
r—0+ 7(2cos(0) +sin(0))?  root (24 0)2  rsot -4
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7 vysledku téchto limit vyplyvéa, ze zadana limita neexistuje.



3 Urcete Taylorav polynom tietiho stupné se stfedem v bodé [0,0]

pro funkci:
fz,y) = 2° + 32%y + 3zy* + o°

Nejprve spocitame parcidlni derivace f(z,y):

Prvni derivace:

g = 322 + 62y + 3y
ox
% = 32 + 6y + 3y°
Ay
Druha derivace:
0*f
0 f 0 f
dydx  0xdy bz + by
0 f
(Proto musime smiSené derivace ndsobit dvéma.)
Tieti derivace:
Pf
o 0
A s B
0xdydx  Oydx?  0x20y
*f  0f  f _s
Oydxdy  Oy20x  Oxdy®
Pf
o

(Proto musime smiSené derivace nédsobit t¥emi.)

Vzorec Taylorova polynomu pro funkce jedné proménné

f'(a)

( 1@ (e 70

2! 3!

P,(z) = f(a)+ (x —a)+

(@ —a)*+ -




Vzorec Taylorova polynomu tfetiho stupné pro funkce dvou proménnych

v bodeé [a, b]
Pa(e.) = f(a.b) + G (@b~ ) + 5@ by~ )
1 [0? 02 9?2
5 (8—;;@, b)(z —a)? + 2 8m{y(a, b)(z — a)(y — b) + a—y{(a, b)(y — b)2>

1 /0 o3

+§ (a—xé( +.8x28 ac—a)Z(y—b)+.ax—a‘];2(a,b)(x—a)(y—b)2)
3
+%%(a, b)(y — b)® (ndsobeni trojkou)

Dosadime souiadnice bodu a = 0, b = 0 a hodnoty derivaci do vzorce:
P3(x,y) =0+ (0)x + (0)y

—I—% ((0):}02 + 2(0)xy + (O)yz)
+%((6)x3+.( oty 4+ BI(6)zy? + ( )

Po zjednoduseni dostaneme:

Pi(z,y) = 2° + 32°y + 3zy* + °



4 Ke krivce implicitné uréené rovnici:
F(z,y) =24+ 22y +y* =0

napiSte rovnici tecny v bodé [-1,1] a dile urcete, zdali tato kiivka
lezi v okoli bodu [-1,1] nad te¢nou nebo pod te¢nou.

Protoze F(—1,1) = (-1)*+2(-1)(1) +1*=1-2+1=0a

oF

—— =2+ 442

8y T+ 4y
oF
—(-1,1)=2
ay( 7) #07

tak implicitni funkce y = f(z) existuje v okoli bodu [-1,1]. Nejprve spocitame
prvni a druhé derivace implicitni funkce y = f(z):

F'(z, f(2)) = 42° + 2(f(2) + 2 f'(2)) + 4f(2) f'(x) = 0,
F'(x, f(2)) = 122" + 2(f'(2) + f'() + 2f"(2)) + 12f*(2) f'(2) f'(2) + 4f°(2) f"(z) = 0.

Nésledné z prvni derivace vyjadiime jeji hodnotu v bodé [-1,1] tim, ze dosadime
zabody r =—-1lay=1:

—4+42—2f(=1)+4f(-1) =0,
(=1 =1.

Vysledek potom dosadime do druhé derivace opét spolecné s bodem [-1,1] a dostaneme
hodnotu druhé derivace v bodé [-1,1]:

12422 — f"(-1)) + 12+ 4f"(-1) =0,
f(=1) = —14.



Funkce y=f(x) je v okoli bodu [-1,1] konkdvni, takze kiivka lezi v okoli bodu
[-1,1] POD tecnou.

Nasledné vypocitame rovnici tecny. Pouzijeme k tomu parcialni derivace podle x
a podle y. Bod [-1, 1] dosadime do obou parciilnich derivaci a nasledné vysledky
dosadime do vzorce pro urceni rovnice tecny.
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— =413 42
ox Ty
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—(—-1,1) = =2
ax( 7)

F
a—:2;L'—|—4y3
dy

9F
(y-1)=—Fx+1)

9y
w-1=-"ws
(y—1)=z+1
y=x+2



5 Pomoci transformace do novych nezavisle proménnych u =2+
2

3y a v = 2x — 3y zjednoduste vlnovou rovnici g J;(:U y)— %%(% y) =

0. Predpokladejte, ze funkce f ma vSechny derivace druhého

radu spojité.

Véta o parcialni derivaci slozené funkce.

Necht funkce g; : R® — R, ¢ = 1,...,n maji v bodé xg = [zg1,...,T,] parcidlni

derivace ggz (19), 7 =1,...,n. Dale necht funkce f: R® — R m4 totaln{ diferencial v

bodeé yg = [y01, -+, Yon), kde yo; = gi(zo). Potom plati:

Alortn) ) = 37 0 () 2

Ovéreni jednoznacnosti transformace.

Vyjadiime staré souradnice pomoci novych:

u+v
Ty

_U—U
Y776

Aplikujeme vySe uvedenou vétu a najdeme parcialni derivace f podle u a v:
0 of _ 0 af ou N 8_f @
Or  Oudr  Ovox
0f _0fou  0f v
dy  Oudy Ovdy

Snadno spocitame, ze:
ou 5 ou 5 v v

%_7 8_y:7 £:27 a_y:_g

A dosazenim do obecného vzorce vyjadiime prvni derivace:

of _of . of
o ou lT a0 ?

of df of
@_%'3+8v (—3)

10



Nasledné prvni derivace opét zderivujeme a opét pouzijeme vyse uvedenou vétu,
ale tentokrat na prvni derivace:

a2f_2(a2f@+ 0% f @)+2(ai’f du 82f8v>

or? ou? 0xr  Oudv Ox Ovou Oz + o2 Ox

PI_(PIou PFovy (0 ou 0o
oy2  “\ou2dy  Oudvdy ovou 0y Ov? dy

A po dosazeni dostaneme:
o’f  O*f 0 f 0% f
oxr? 48u2 i 88u8@ * 4(91)2
02 f 0 f 0 f 0 f

o Your  Baun TV

Dosadime do vlnové rovnice a zjednodusSime:
0% f

16
oudv

(u,v) = 0.
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