Cilové dovednosti

Po prostudovani této kapitoly bude student schopen:
o Vysvétlit ucel transformace diferencialnich rovnic a vyrazi.
o Ovérit vzajemnou jednoznacnost transformace nalezenim inverznich vztah.
o Aplikovat pravidla pro derivaci slozené funkce jedné a vice proménnych.

o Transformovat obycejné i parcidlni diferencialni rovnice zavedenim novych neza-
vislych ¢i zavislych proménnych.

o Urdit rovnici tecné roviny funkce dvou proménnych v daném bodé.

1 Transformace diferencialnich vyrazia

1.1 Motivace: Proc¢ zavadime nové proménné?

Pri feseni diferencialnich rovnic ¢asto narazime na modely, které jsou v pivodnich promén-
nych prilis slozité nebo analyticky nefesitelné. Zavedenim vhodnych novych proménnych
muzeme takovou rovnici transformovat na mnohem jednodussi tvar. Typicky se takto daji
prevést rovnice s proménnymi koeficienty na rovnice s koeficienty konstantnimi, pripadné
lze slozité parcidlni diferencidlni rovnice zjednodusit tak, Ze se v nich nékteré derivace
vibec nevyskytuji.

1.2 Zakladni pravidlo a nutnost vzajemné jednoznacnosti

Transformace vychazi z pravidel pro derivaci slozené funkce a parcidlni derivaci slozené
funkce. Nez ale za¢neme rovnici transformovat, musime vzdy ovérit, Ze je navrzena
transformace vzijemné jednoznacna (invertibilni). Jinymi slovy, nesmime pii pre-
chodu k novym proménnym ztratit zadnou informaci. Protoze zatim nezname pokrocilejsi
nastroje, ovéiime to jednoduse tak, ze najdeme inverzni transformaci — z rovnic pro
nové proménné se pokusime explicitné vyjadrit proménné staré.

Pripomenuti klicovych pravidel pro derivovani:

Oznac¢me si ptuvodni (hledanou) funkeci malym pismenem f a novou (transformovanou)
funkci velkym pismenem F'. Funkce F' popisuje stejnou zavislost jako f, pouze v novych
proménnych.

1. 1D pripad: V rovnici se vyskytuje funkce f(x) a jeji derivace. Zavedeme novou
proménnou t = t(x) a hleddme transformovanou funkci F'(t) takovou, aby platilo:

f(z) = F(t(x)).
Zderivovanim obou stran podle proménné x ziskame vztah mezi derivacemi:

df  dF dt

de  dt dx’
Pozndmka: Je-li transformace zaddna vztahem x = x(t), postupujeme stejné jako
pri substituci v integrdlu a spocitame diferencidl dx = x'(t)dt, z cehoZ jiZ snadno
vyjadrime hledany podil 3—;.



2. 2D pripad: V rovnici se vyskytuje funkce f(x,y) a jeji parcidlni derivace. Zavedeme
nové proménné u = u(x,y) a v = v(x,y). Hleddme transformovanou funkci F'(u,v)
takovou, aby po dosazeni platilo:

f(a,y) = Flu(z,y),v(z,y)).
Zderivovanim obou stran podle proménnych z a y ziskame vztahy mezi derivacemi:

of OFdu OFdu  df OFdu  OFow

oy oudy  owoy

9r  oudr  9v oz

Poznamka k notaci: Béznym zvykem v literature je pouzivat pro ptvodni i transformova-

. ., v ‘ of __ Of du of v
nou funkei stejné pismeno (napr. f). Pak mame 5 = 5uoe T 5 on-

1.3 Priklad 1: Transformace nezavislé proménné

Zadani: Diferencialni rovnici 2% f”(z) + 4af'(x) — 2f(x) = 0 transformujte zavedenim
nezavisle proménné ¢ vztahem = = e’ (z > 0).

ReSeni: 1. Ovéfeni vzajemné jednoznaénosti: Z rovnice z = e dokdZeme pro zadané
x > 0 jednoznacné vyjadrit novou proménnou jako ¢ = In x. Inverze existuje, transformace
je vzajemné jednoznacnd. Funkce ¢! mé navic derivace vSech fadu a ze vztahu x = ¢!
ziskame diferencidl dox = e'dt.

2. Vypocet derivaci: Pro transformovanou funkci plati f(z) = F(t(z)) = F(lnz) a
tedy:
_df dFdt dF1  dF

! _— — — = —
P = = dide ~@red—dt

Pro vyjadieni druhé derivace f”(z) zderivujeme prvni derivaci opét podle z a znovu
vyuzijeme derivaci slozené funkce:

d (df\ d (dF \dt (&F , dF )\ 1 dF a
" _ Xy () (2t Tt 7:7—275_7—275
e =2 (dx) dt(dte >d:v (dt?e dt © )et a2 " At

3. Dosazeni do rovnice: Ziskané vyrazy a puvodni substituci (z = €', f(z) = F(t))
dosadime do zadané rovnice:

$2f”<$) +4£L‘f’($) _ Qf(l‘) _ (et)2 (dQFe—Qt dF —2t> +4€t <dFe—t> o 2F(t)

aw’ T a dt
L2F  dF Ma
(2 ) 4 _opgy = B F'(t) — 2F(4) = 0.
(% -5 ) + 4% —2r0 = ' + 3P0 - 27(0) =0

1.4 Priklad 2: Transformace zavislé proménné

Zadani: Diferencidlni rovnici f'(z)e” cos f(z) — xsin f(z) — Inx = 0 transformujte zave-
denim zavisle proménné z(x) = sin f(x).

Reseni: 1. Ovéfeni vzdjemné jednoznaénosti: Na vhodné zvoleném intervalu (napf.
obor hodnot R(z) = [—1,1] a f(z) € [-7/2,7/2]) muzeme explicitné vyjadrit pivodni
funkci jako f(z) = arcsin z(z). Transformace je na tomto oboru invertibilni.
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2. Derivovani a dosazeni: Zderivovanim substituéniho vztahu z(z) = sin f(z) podle x
(slozend funkce) dostaneme 2/'(z) = f'(z)cos f(x). Vsimnéte si, Ze tento vyraz se primo
nachéazi v zadané rovnici. Po dosazeni dostaneme:

f'(x)cos f(x)-e® —zsin f(z)—Inz =0 = 2 (2)e’ —zz(x) —Inz =0.
'(z) ()

1.5 Priklad 3: Transformace parcialni diferencialni rovnice

Zadani: Pomoci transformace do nezavisle proménnych v = x + y, v = r — y najdéme

0 0
viechny funkce f : R? — R se spojitou derivaci vyhovujici rovnici af(x, y)+af(x, y) = 0.
€z Y

Reseni: 1. Ovéreni vziajemné jednoznacnosti: Zkusime z rovnicu = x+yav =x—y
vyjadrit z a y. Jejich se¢tenim dostaneme 2x = u+v, odec¢tenim 2y = u—v. Tedy x = “L¥

2
a y = “5°. Inverze existuje, vztah je vzajemné jednoznacny.

2. Vypocet derivaci: Hleddme transformovanou funkci F'(u,v) tak, ze plati f(z,y) =
F(u(z,y),v(z,y)) = F(x +y,z — y). Pro parcidlni derivace puvodni funkce f plati:
of OFOu 0Fdv OF oF OF OF

or  oudr ovar ou T e YT an T o

of _OFou 0Fov _9F . OF . OF OF

oy " oudy " oway ou o UV 00 o
3. Dosazeni do rovnice: Ziskané vyrazy dosadime do levé strany zadané rovnice:

of 8f_<8F 8F>+(8F 8F>_28F_

o ou " av) T\ ou o) T Fan 0

+ -
or Oy
Rovnice se zjednodusila na tvar pro novou funkci % = 0. To znamena, ze funkce F
nezavisi na proménné u a plati F'(u,v) = g(v), kde g je libovolna diferencovatelna funkce
jedné proménné. Zpétnym dosazenim (vyuzitim vztahu v = x — y) zjistime, Ze vsechna
reseni puvodni rovnice maji tvar f(x,y) = g(x — y).

1.6 Priklad 4: Transformace vlnové rovnice

Zadani: Pomoci transformace do novych nezavisle proménnych v = x + ay, v = x — ay
zjednodusme jednorozmérnou vlnovou rovnici
2 2
20°f  O°f

a@—a—?ﬂ:@, a > 0.

Reseni: 1. Ovéreni vzajemné jednoznacnosti: Z rovnic pro u a v podobné jako v

~ ’ v s 2 1vs / v .. _ utw _ u—w . /. >
predchozim prikladu vyjadiime staré proménné: v = “3% a y = “-*. Vztah je vzajemné

jednoznaény.

2. Prvni a druhé derivace: Hleddme transformovanou funkci F'(u,v) takovou, 7

N
@

flz,y) = F(u(z,y),v(z,y)) = F(xz + ay,r — ay). Derivace vnitinich funkei jsou g—; =
1,%21&%2@,%2—@.



Pro prvni derivace plati:

0f _0Fou oFov _OF | oF | OF oF
or Oudr Ovdr Ou ov  Ou v’

0f _0Fou orov_or  oF . or o
dy Oudy Ovdy Ou ov - Ou ov’

Pri vypoctu druhych derivaci musime opét derivovat slozené funkce, protoze samotné

parcialni derivace %—5 a %—f jsou opét slozené funkce zavislé na z a y (zprostiedkované pres

9*F _ 9°F
Oudv ~ Ovdu

u a v). Za predpokladu zdménnosti smiSenych derivaci ( ) dostévame:

Of 0 (0F LOF\ _(#F0u  PF v\ (FF v 0F o

Or2  Ox \ou Ov /) \ou2dr Ovdudx oudv dxr  Ov? Ox
_(OE O ) (OF 0RO OF OF
o2 Oudv Oudv ov? Qw2 oudv  Ov?’

o*f 0 OF OF 0’Fou  O*F Ov 0°F Ou O*F Ov

a2 By (au - a) —¢ (auay * avauay> —a (auavay T o0 ay>

B 827F +82F (—a) 0*F +82F( )
- ou? “ Oudv “ “ Oudv “ ov? “

o 82F_282F +82F
- ou? oudv  ov? )’

, . , . . X , . 2 2
3. Dosazeni do rovnice: Ziskané vyrazy dosadime do ptivodni rovnice a2% — % =0:

, [(O°F ) O*F n O*F , (O°F 5 O*F n O*F a2 O*F 0
a —a — =4a =0.
ou? oudv  Ov? ou? Judv — Ov? Oudv
Protoze a > 0, rovnice se vyrazné zjednodusila na: % = 0.

2 Tecéna rovina

2.1 Motivace: Te¢na rovina jako linearni aproximace

Zatimco funkci jedné proménné y = f(z) mizeme aproximovat v blizkém okoli daného
bodu pomoci teény (primky), u funkce dvou proménnych z = f(x,y) tuto roli prebira
teéna rovina. Jednd se o nejlepsi moznou linearni aproximaci zadané plochy v dosta-
tecné malém okoli zvoleného bodu.

Jestlize m4 funkce f(z,y) v okoli bodu [z, yo| spojité parcidlni derivace, te€nou rovinou
ke grafu funkce f v bodé [xg, 3] nazyvame rovinu danou rovnici:

of of
T(x,y) = f(w0,y0) + 5~ (%0, v0) - (z — o) + (20, %0) - (¥ — %o)-
ox dy
Tato rovina je zkonstruovdna pravé tak, aby se s puvodni funkei f(z,y) v bodé [z, yo]
shodovala nejen ve své funkéni hodnoté, ale i v obou parcialnich derivacich prvniho fadu

(tedy ve smérnicich tecen v rovindch rovnobéznych s osami z a y).
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2.2 Priklad 5: Nalezeni tecné roviny

Zadani: Urcete rovnici tecné roviny k funkei f(x,y) = L ¥ bods A = 1, 1].
)

ReSeni: 1. Krok: Vypocet funkéni hodnoty v bodé A
1
f(1,1) = 1= 1.

2. Krok: Vypocet parcialnich derivaci a jejich hodnot v bodé A

of 1 af 1
of —x of s
- o M m st
3. Krok: Dosazeni do vzorce pro tecnou rovinu
0 0
T(e,) = 0D+ G L) - D+ LD =D =141 =) -1y 1)

Po roznasobeni a tpravé ziskame vyslednou rovnici teéné roviny:

T(X>Y):X_y+]-'

2.3 Tecna rovina k implicitné zadané plose

Nékteré plochy nelze (nebo je to prilis slozité) explicitné vyjadrit jako funkei z = f(z,y).
Misto toho jsou dany implicitni rovnici ve tvaru F'(z,y, z) = 0. Klicovou vlastnosti takto
zadané plochy je fakt, ze vektor sestaveny z parcidlnich derivaci funkce F' (gradient) je v
kazdém bodé kolmy na danou plochu. Vypocet tecné roviny je tak velmi primocary.

Meéjme plochu danou rovnici F(z,y,z) = 0 a bod A = [z0, yo, 20|, ktery na této plose lezi.
Pokud ma funkce F' v tomto bodé spojité parcialni derivace a alespon jedna z nich je
nenulova, pak ma tec¢na rovina v bodé A rovnici:

OF

T (= 20) + I (A) - (g ) + T (A) - (2 = 20) =0

dy 0z

2.4 Priklad: Te¢na rovina k implicitné zadané plose

Zadani: Urcete rovnici tecné roviny v bodé A = [1,0, 1] k plose urcené rovnici 2 + y3 +
23 —3zyz—x—y—2z=0.

ResSeni: Plocha je zad4na implicitné rovnici F'(z,y, 2) = 23 +y>+2° - 3zyz—z—y—2 = 0.
K nalezeni tecné roviny vyuzijeme piimo parcialni derivace funkce F.

1. Vypocet parcialnich derivaci: Spocitame parcialni derivace podle vsech tii promén-
nych a rovnou do nich dosadime soufadnice bodu A = [1,0, 1]:

oF oF orng _
%—Bx —3yz—1 = 81:(1’0’1)_3<1) —-3(0)(1) -1 =2,



oF

OF
_ 2 _ _ — 2 _ 1 = —
gy~ -l = o (1,0,1) = 3(0)%> — 3(1)(1) — 1 = —4,
OF ., OF v L
o, =30 =By -1 = -(L0.1)=3(1)°-3(1)(0) - 1=2

2. Sestaveni rovnice tecné roviny: Vypoctené hodnoty a souradnice bodu A dosadime
do rovnice pro tecnou rovinu k implicitni plose:

T A)- (o= an) 4 S (A) (= )+ G () (2 20) = 2w = 1) = Ay —0) +2(z 1) =0

Pro zjednoduseni mizeme celou rovnici vydélit dvéma:

(x—1)—2y+(2—1)=0
Po tpravé do obecného tvaru dostavame vyslednou rovnici tec¢né roviny:
r—2y+2—-2=0

neboli po vyjadreni z ve tvaru explicitni funkce:

T(x,y) =—x+ 2y + 2.
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