Cilové dovednosti

Po prostudovani této kapitoly bude student schopen:
o Vysvétlit princip nahrady slozité funkce polynomem a faktory ovliviujici presnost.
o Sestavit Taylortiv polynom n-tého stupné pro funkci jedné proménné.

o Konstruovat Taylortv polynom pro libovolny pocet proménnych a stupn.

1 Taylorova véta

1.1 Motivace: Nahrada funkce polynomem

V praxi se Casto setkavame se slozitymi funkcemi, se kterymi je obtizné primo pracovat.
Tayloruv rozvoj umoznuje takovou funkci v okoli zvoleného bodu (stfedu rozvoje xg)
aproximovat polynomem. Tento polynom je konstruovan tak, aby se v bodé xy shodoval
s puvodni funkci nejen hodnotou, ale i hodnotami jejich derivaci — tedy smérnici tecny
(1. derivace), zaktivenim (2. derivace) a pripadné i derivacemi vyssich fadi. Vyhodou
této aproximace je, ze s polynomy se pracuje velmi snadno: jejich derivovani i integrovani
je elementarni. Slozity problém je tak v okoli bodu zy preveden na praci s jednodussim
algebraickym vyrazem.

1.2 Taylortv polynom funkce jedné proménné

Jestlize funkce f ma v okoli bodu z( derivace az do fadu n, pak je Tayloriv polynom
n-tého stupné se stiredem v bodé xy definovan vztahem:
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Zkracené pomoci sumy:

1.3 Presnost aproximace

Taylortiv polynom obecné neni s funkei totozny — jde pouze o lokdlni aproximaci v okoli
bodu xy. Presnost této aproximace zavisi na nékolika faktorech:

1. Vzdéalenost od stiedu: Cim déle se nachizime od bodu z¢, tim vétsi byva chyba
aproximace.

2. Stupen polynomu: Vyssi stupen n znamend, ze polynom ma s funkci v bodé xg
spolecné derivace az do fadu n, a proto zpravidla poskytuje presnéjsi aproximaci.

3. Charakter funkce: Pokud se funkce v okoli zy hodné méni (tedy mé velké hodnoty
vyssich derivaci), mize byt aproximace méné presna.

Pro ilustraci: Taylortv polynom prvniho stupné

Pi(x) = f(x0) + f'(x0)(x — 20)



neni nic jiného nez rovnice tec¢ny ke grafu funkce v bodé xy. Vyssi stupné pak tuto linearni
aproximaci postupné zpresnuji pridavanim dalsich ¢lenti.

1.4 Priklady

Priklad: Rozvoj exponencialy

Funkece f(z) = e” ma derivace vSech fadi a plati (e?)*) = e® pro kazdé k € N.

Zvolme stied rozvoje xy = 0. Protoze ¢° = 1, jsou vSechny derivace v bodé 0 rovny jedné:

f(k)(o) =1 pro vSechna k.

Taylortv polynom n-tého stupné tedy ma tvar
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Priklad: Rozvoj funkce sinus

Funkce f(z) = sinx mé derivace vSech radu. Zvolme stred rozvoje xy = 0. Plati:

" "

(sinz)' =cosz, (sinz)’ =—sinz, (sinz)” =—cosz, (sinz)"”

=sinz,

dalsi derivace se periodicky opakuji. Protoze sin0 = 0 a cos0 = 1, Taylortiv polynom
n-tého stupné obsahuje pouze liché mocniny:
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Priklad: Rozvoj funkce kosinus

Funkce f(x) = cosz ma derivace vsech fadu. Zvolme stied rozvoje xo = 0. Plati:
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(cosx) = —sinz, (cosz)” =—cosz, (cosx)”

=sinz, (cosx)" =cosx,

dalsi derivace se periodicky opakuji. Protoze cosO = 1 a sin0 = 0, Taylortiv polynom
n-tého stupné obsahuje pouze sudé mocniny:
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1.5 Linearita Taylorova rozvoje

Taylortiv rozvoj je linearni operace. To znamend, ze rozvoj souctu funkei je roven souctu
jejich rozvoji a obecné plati, Ze rozvoj linedrni kombinace funkci je roven stejné linearni
kombinaci jejich Taylorovych polynomii:

Fu(af +bg) = aPu(f) + bP.(g).

Dtivod je jednoduchy: derivovani je linedrni operace, tedy (af + bg)® = af® 4+ bg® a
Taylortiv polynom je sestaven pravé z hodnot téchto derivaci v daném bodé.

Priklad: Soucet funkci
Rozvineme funkci f(z) =1+ sinx + % v Taylortv polynom stupné n v bodé 0.

Funkce 1+ %2 je jiz polynom druhého stupné, takze jeji Tayloriv polynom mini-
malné druhého stupné je totoZny s ni samotnou, protoze vSechny derivace tietiho
a vyssiho tadu jsou nulové a do polynomu se tedy nepridavaji zadné dalsi ¢leny.
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Pouzijeme diive vypocteny rozvoj funkce sinz: Py () = o — 5 + 5 — & + -+~

Po secteni obou rozvoju dostavame rozvoj zadané funkce f(z):
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Priklad: Taylortv polynom v jiném bodé
Rozvineme funkei f(x) =1+ % v bodé xy = 1.

Funkce mé derivace f'(x) = x a f”(x) = 1. Hodnoty v bodé zy = 1 jsou:
., (=1, f"1)=1.

Taylortiv polynom 2. stupné je

f//(l) 3 1 2

Po(a) = fO) + (D@ =D+ 5@ =1 =S+ (= D+ 5@ -2 =1+ % — f(2).

Zaveér: Tvar Taylorova polynomu zavisi na zvoleném bodé, kolem kterého ho rozvijime,
ale pokud je funkce polynom a zvolime polynom dostatecného stupné, vysledny polynom
se po upraveé vzdy rovna puvodni funkci.

2 Taylorovy rady a konvergence

Zvysujeme-li stupen Taylorova polynomu nade vsechny meze (n — o0), prechdzime od
aproximace polynomem k nekonecné radé. A zajimé nas, zda se tato fada rovna zadané

funkei f(z).
Podminka konvergence

Méjme funkci f, ktera ma derivace vSech tadi v okoli bodu zy. Taylorovou fadou funkce
f se stredem xg nazyvame mocninnou radu:
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Tato fada se rovna funkci f(x) v bodech, ve kterych zbytek Taylorova polynomu R, (x) :=
f(z) — P,(x) konverguje k nule pro n — oc.

U exponencialy, sinu a kosinu je situace idedlni, protoze Taylorovy rady se rovnaji rozvi-
jenym funkcim pro vSechna realnd ¢isla:
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2.1 Princip Taylorova polynomu pro funkce vice proménnych

Cilem Taylorova polynomu je nahradit slozitou funkci v okoli daného bodu, naptiklad
A = [z0,y0] nebo A = [z, yo, 20], polynomem, ktery umime snadno derivovat, integrovat
a obecné se s nim 1épe pocita. U zadané funkce budeme predpokladat existenci parcidlnich
derivaci az do daného radu.

Polynom sestavujeme podobné jako u funkce jedné proménné — postupné pridavame
¢leny vyssich radt podle derivaci v daném bodé. Rozdil je v tom, Ze u vice proménnych
existuje pro kazdy rad vice ruznych derivaci (napr. nejen dvakrat podle = a y, ale i smi-
sené jednou podle z a jednou podle y). Proto musime u kazdého fddu zahrnout vsechny
mozné kombinace derivovani podle jednotlivych proménnych. Zakladni pravidlo pro se-
staveni Taylorova polynomu libovolného stupné tedy zni: Kazda parcialni derivace je
v souctu tolikrat, kolika zptisoby mitize vzniknout.

Soucet viech ¢lenti daného k-tého fadu se pak opét nasobi faktorem - 1> stejné jako u jedné
proménné.

0. fad (konstantni ¢ast)

Zakladem je pfesnd hodnota funkce v daném bodé: f(A).

1. FAd (linearni cast)

Spocitame vSechny prvni derivace. Kazda derivace nastane pravé jednim zptsobem:

e Pro dvé proménné:

S (A)(a = ) + S AN - )

e Pro tfi proménné:

of

of
ox 0

2 (A)(z - ).

- (A = x0) + o= (A)(y — y0) +

2. 7ad (kvadraticka c¢ast)
Prochézime postupné vsechny druhé derivace.

o Derivace dvakrat podle stejné proménné: Poradi derivovani se zde neméni, je
pouze jedna moznost, napr.

0*f

@(A)(x — )%

« SmiSené derivace: Mohou vzniknout dvéma zptsoby (napf. nejprve podle x a pak
podle y, nebo naopak). Proto se zapocitaji dvakrat
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Shrnuti: Tayloriv polynom 2. stupné pro dvé proménné
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Rozsireni na funkce vice proménnych a rozvoje vyssich stupni
Princip zustava stejny. Napiiklad u funkci t¥1 proménnych a Taylorové rozvoji 2. stupné
dostaneme t7i ¢leny obsahujici druhé derivace podle jedné proménné
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pricemz kazda smisena derivace muze vzniknout dvéma rtznymi poradimi derivovani.
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U Taylorova rozvoje 3. stupné nasobime soucet ¢lent faktorem % a napriklad derivace 8‘22£y

muze vzniknout tfemi riznymi pofadimi derivovani (y mize byt na prvnim, druhém nebo
o . , . ) v . 3 s Lo
tfetim misté), a proto mé koeficient 3, zatimco Cista derivace 9”1 vyznikd pouze jednim

Ox3
zpusobem a ma koeficient 1.

Obecné tedy plati, ze koeficient kazdého ¢lenu odpovida poctu riznych moznosti, kterymi
lze danou kombinaci derivaci vytvorit. Taylortiv polynom vznika systematickym sectenim
vsech téchto kombinaci do zvoleného stupné.

Priklad: Aproximace podilu
Ur¢ime Tayloriv polynom tretiho stupné se stfedem v bodé [1, 1] pro funkci f(z,y) = .

1,01
0,99°

a s jeho pomoci odhadneme hodnotu
1. Parcialni derivace a jejich hodnoty v bodé A = [1,1]:

0. ¥ad: f(A) =1

1. Tad: gf;:; = gi(A)Zl, gi:—; = gi(A)z—l
2. rad: g?;:o = gZé(A) =0, aa;gy :—;2 = afgy(A):—l
3. rad: gi‘é =0 = gi];(A) =0, aizgy =0 = aiz‘(];y(fl) =0

2. Sestaveni Taylorova polynomu Fs:



Dosadime do vzorce. Pamatujeme na to, Ze kazda derivace je v souctu tolikrat (nize
zvyraznéno cervené), kolika zptisoby muze nastat:

Piey) =1+ ~[1-(x—1)—1-(y— 1))

1!
+21![O-(x—1)2_|_2,(_1).(x_1>(y_1)+2,(y_1>2}
+?}![1'0'(x_1)3+3'0'(x_1)2<3/—1)+3'2‘(x_l)(y—1)2+1-(—6)~(y—l)ﬂ

Po provedeni nasobeni a zkraceni zlomki s faktorialy dostdavame prehledny tvar:
Pyz,y) =1+ (-1~ (y-1-(@@-y-+y-17"+@@-Dy -1~ (y-1)°

3. Vypocet aproximace:

Pro vyhodnoceni vyrazu % jex =1,01,y =0,99atedy (z—1) = 0,01l a (y—1) = —0,01.

P5(1,01;0,99) = 1 + 0,01 — (=0,01) — (0,01)(—0,01) 4 (—0,01)* 4 (0,01)(—0,01)* — (—0,01)*
=1+0,01+0,01 + 0,0001 + 0,0001 + 0,000001 — (—0,000001)
= 1,020202

Pro srovnani: pfesnd hodnota zlomku je 1,02020202 ... Vidime, Ze jiz Taylortiv polynom
3. stupné nam v tomto blizkém okoli dava vysledek s presnosti na 6 desetinnych mist.
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