Cilova dovednost

Po prostudovani této kapitoly student:
o geometricky porozumi pojmuim parcialni derivace, derivace ve sméru a gradient,
e spolehlivé vypocita parcialni derivace prvniho i vyssich radua,
o vyuzije pravidlo o zdménnosti derivaci k usnadnéni vypocti,
o umi derivovat slozené funkce vice proménnych,

o urci gradient a vypocita derivaci v libovolném zadaném sméru.

1 Parcialni derivace

Od tec¢ny v roviné k tecnam v prostoru

U funkce jedné proménné y = f(x) predstavovala derivace smérnici tecny ke kiivce v
daném bodé. Jak to ale funguje v prostoru u funkce dvou proménnych z = f(x,y), jejimz
grafem je plocha napt. pomyslny kopec?

V takovém bodé na kopci se mizeme vydat nekonecné mnoha smeéry a kazdy smér muze
mit jiné rust nebo pokles (jinou smérnici tecny). Nejprve se podivame na smérnici teény
ve smeérech, které jsou rovnobézné se souradnicovymi osami = a y.

o Pokud ,zmrazime“ proménnou y (predstavime si, ze jde o pevnou konstantu - pii-
padné dosadime konkrétni konstantu), ziskdme fez plochou rovnobézny s osou x.
meérnici tecn éto krivce Tezu nazyvame ialni ivaci T.
S t k této k arcialni derivaci podle

o Analogicky, pokud zafixujeme x a ménime pouze y, ziskame smérnici tecny ve sméru
osy y, coz je parcialni derivace podle y.

e Stejné postupujeme i pro funkce vice proménnych. Standardné tyto derivace znac¢ime
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Pravidla pro vypocet

Pti samotném pocitani parcialni derivace podle jedné proménné se ke vSem ostatnim
proménnym chovame jako ke konstantam. Plati zde naprosto stejna pravidla pro
derivaci souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu jako u funkci jedné promeénné.

Priklad 1 - vypocet parcialnich derivaci prvniho a druhého radu
Spocétéme vSechny parcidlni derivace 1. a 2. ¥adu pro funkci f(z,y) = 32%y + 2z + 3> —
1 + sin(xy?).

Derivace 1. Fadu: Pri derivovani podle z povazujeme y za konstantu (a derivace kon-
stanty je nula):

0
P 62y + 2+ 0 — 0 + y* cos(zy?) = 62y + 2 + y* cos(xy?).
x
Pr1i derivovani podle y povazujeme x za konstantu:
0
E)f =327 + 0+ 3y* — 0 + cos(wy?) - (27y) = 32 + 3y* + 22y cos(wy?).
Y



Derivace 2. radu: Ziskané funkce muzeme dale derivovat, ¢imz ziskame derivace 2. radu.
Kombinace jsou celkem 4 (22):

;;gx o (ny + 2497 cos(xy2)> = 6y — y" sin(zy®),

8(125}; ;; (3x2 + 3y* + 22y cos(xy2)> = 6y + 2z cos(xy?) — 4a’y? sin(ay?),
aa:gy ;y (32% + 3y” + 2wy cos(xy?) ) = 6z + 2y cos(xy?) — 2uy® sin(xy?),
a(zZéfx aag; (6ay + 2+ cos(xy?) ) = 6 + 2y cos(ay®) — 2uy” sin(ay?).

2 Zaménnost parcialnich derivaci

\Y pfedchozim prikladu jste si mohli v§imnout, ze smisené derivace vysly naprosto stejné:

P f _

oxdy

8y8a: Nejde o nahodu.

Pravidlo o zaménnosti: Pokud mé funkce v daném bodé spojité smisené parcidlni
derivace, nezalezi na potradi, v jakém derivujeme. Toto pravidlo plati i pro derivace vyssich
radl a usnadnuje vypocty.

Priklad 2 (Zaménnost a Gspora prace)
Vypoctéme vsechny parcidlni derivace 3. fadu funkce f(x,y) = 5y # 0.

Nejprve spocteme derivace prvniho a druhého radu:

of 1 of 2z
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Misto vypoctu viech 8 moznych variant parcidlnich derivaci tietiho fadu (2% = 8) ndm
diky zaménnosti staci spocitat pouze Ctyri unikatni kombinace:

3

Trikrat podle z: At —)

Ox3
Trikrat podle y: % = _5;1“”.

Dvakrat z, jednou y: Z predchoziho vime, ze % = 0. Derivaci nuly je nula. Takze

°f _ 0 _ f _
0z20y ~— OxdyOx ~ Oydx?

bez ohledu na poradi:

Jednou z, dvakrat y: Derivujeme-li i - 6x podle z, dostaneme 2 e Takze opét

oy
) < : oy o °f _ 6
plati pro vSechny kombinace: DeOy® = Dydudy — 0929 — i

Derivace slozené funkce

Predstavme si, ze mame funkci f(u,v), ale samotné proménné u a v nejsou nezavislé —
méni se v zavislosti na proménnych = a vy, tedy u(z,y) a v(x,y). Chceme zjistit, jak se
chova celd funkce f v zavislosti na = a v.



Derivace slozené funkce pro funkce vice proménnych za predpokladu, ze obé
vnitini funkce i vnéjsi funkce maji spojité parcialni derivace:

of _of 8u+8f ov (97f_8f_(9u af ov

or  Ou Ox

ov O & dy  du Oy Ov . oy

Vsimnéte si, ze musime projit pres vSechny proménné u i v, které na x, respektive y
zavisi, a jejich prispévky secist. Pro funkce tii proménnych bychom do vzorce pricetli
treti soucin.

Priklad 3 - dvé cesty k vysledku parcialni derivace slozené funkce
Spoc¢téme parcialni derivace funkece f(u,v) = u*+uv+1 podle x a y, jestlize u(x,y) = e*¥
av(r,y) =1

Cesta 1: Pomoci vzorce
Nejprve spocitdme vsechny diléi derivace (vnéjsi funkce podle u a v a vnitinich funkci
podle x a y):

of _ of _

u =2u+ v, e = u,
Ou _ oY, Ou _ oY, v _ -4 ov 1
ox dy or a2 dy «x

Poté vse dosadime do vzorct a nasledné nahradime u a v vyrazy s x a y:

0f _0f ou 0f ov

dr  du 9r ' v Oz

= u+v)-e"t4u- <_§/> = <26””+y + y) "ty — e”y%,
x x x
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Cesta 2: Primé dosazeni a nasledna derivace
Pokud jsou predpisy funkci znamé, miizeme vnitini funkce rovnou dosadit do vnéjsi a
derivovat az vysledny vyraz:

2 Yy
— Tty ztyJ 1.
fla,y) = () 4 e 4

Nésledné pocitame derivaci standardné jako u jedné funkce:

of Yy —y
- _9 z+y\ | Tty ( zty J Tty ()) .
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Zcela analogicky postupujeme pii derivovani podle y:

0 1
i — 2(em+y) CeTHY (ez+yy + 6$+y> .
dy x x

Snadno se muzeme presvédcéit, ze vysledky jsou totozné.



4 Derivace ve smeéru a gradient

Jak jsme si tekli v avodu, parcialni derivace zkoumaji pouze smérnice teény ve sméru
nékteré osy. Casto ale potfebujeme védét, jak strmy je svah, kdyZ se z daného bodu vy-
déame jakymkoliv jinym smérem urcenym vektorem. Zcela klicovym pojmem je gradient.
Jde o vektor slozeny ze vsech parcialnich derivaci funkce v daném bodé. Znaci se grad f
nebo symbolem nabla: V f(xy, z9,...,2,) = [%, 6%, c 5?7];] Geometricky vijznam gra-
dientu: Gradient ukazuje smér nejvétsiho lokalniho ristu funkce. Jeho velikost pak
udava miru tohoto rustu.

Vypocet derivace ve sméru

Za predpokladu, ze mé funkce v daném bodé spojité parcidlni derivace, odpovida derivace
ve sméru skaldrnimu soucin gradientu a smérového vektoru. Plati dilezité pravidlo:
smeérovy vektor musi mit euklidovskou normu rovnu 1. Pokud mame obecny vektor

v = [v1, V2, ...,0,], je potfeba jej nejprve prevést na jednotkovy Vektor (znormalizovat).
v

To provedeme tak ze jej vydélime jeho velikosti: u = = ——
[[v]2 ‘/v1+v2+ +o2

Vzorec pro derivaci ve sméru u je pak:

or _, 9r ., of of
du Mgy, Tg,, T g,

Geometricky predstavuje derivace ve sméru smérnici tecny ke kiivce, ktera vznikne rezem
grafu funkce svislou rovinou vedenou v tomto zadaném smeéru. Vysledek nam udava, jak
strmé budeme po plose rist nebo klesat, pokud se z daného bodu vydame ve sméru
zvoleného vektoru.

Priklad 4 (Vypocet derivace ve sméru)
Vypoctéte derivaci funkce f(z,y) = arctg(z® + y*) v bodé A = [1,1] ve sméru vektoru
v=1[1,2].

1. Vypocet gradientu v bodé A: Nejprve spocitame parcidlni derivace v bodé [1, 1]:

of 1 of 2 2
O 1+ (22 4 y2)? 20 = 5,(LD = 5
of 1 of 2
) —(1,1) = —.
Oy 14 (224 y?)? vy = 3y( x 5
Gradient v bodé A je tedy Vf(1,1) = [2 2]

575

2. Normalizace smérového vektoru: Délka vektoru v je ||v|| VIZ+22 = /5.

Spocitame vektor s jednotkovou euklidovskou normou: v = 7 ﬁ .

¢

3. Skalarni soucin (dosazeni do vzorce):
Of ) 21,2 2 0 GV
ou 5 V5 5 /5 5/5 25

Zavér: Derivace v zadaném sméru mé hodnotu G‘f.



Casté chyby a varovéni

Zapomenuti normalizace smérového vektoru: Smeérovy vektor ve vzorci se
skaldrnim soué¢inem musi mit euklidovskou normu 1. Pokud do vzorce dosadime
puvodni vektor v = [1, 2], vyjde ndm nespravny vysledek.

Derivace soucinu (piehlizeni proménné): Mate-li napf. derivovat z?sin(zy)
podle z, studenti casto derivuji jen jednu c¢ast. Protoze se proménna x nachazi v
obou ¢lenech, je nutné striktné pouzit pravidlo pro derivaci souc¢inu: (uv)" = w'v+uv'.

Zapomenuta derivace vnitini funkce: Pfi derivovani sloZenych funkei (napf.
u nasi funkce arctg(z? + y?) nebo e®¥) se Casto zderivuje pouze vnéjsi funkce,
ale zapomene se vysledek nasobit derivaci vnitini funkce. Vzdy je nutné disledné
aplikovat pravidlo pro derivaci slozené funkce.
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