
Ćılová dovednost

Po prostudováńı této kapitoly je student schopen:

� Rozhodnout o konvergenci či divergenci č́ıselné řady pomoćı vhodného kritéria
(včetně ověřeńı předpoklad̊u).

� Aplikovat kritéria konvergence na př́ıslušné typy řad.

� Určit obor konvergence funkčńı řady včetně podrobného vyšetřeńı krajńıch bod̊u.

————————————————–

1 Nekonečné č́ıselné řady

Základńı pojmy

Nekonečnou č́ıselnou řadou rozumı́me symbol
∞∑
n=1

an = a1+a2+a3+ . . .. Zaj́ımá nás, zda

se součet těchto č́ısel bĺıž́ı k nějaké konečné hodnotě (řada konverguje), nebo zda roste
nade všechny meze či osciluje (řada diverguje).

Geometrická řada Řada tvaru
∞∑
n=1

aqn.

� Konverguje právě tehdy, když |q| < 1.

� Součet je dán vzorcem s =
aq

1− q
.

Kritéria konvergence

Pro rozhodováńı o konvergenci existuje několik kritéríı. Před jejich použit́ım je vždy nutné
ověřit př́ıslušné předpoklady.

1. Nutná podmı́nka konvergence (NPK): Nejjednodušš́ı test konvergence řady.

Pokud lim
n→∞

an ̸= 0, pak řada DIVERGUJE.

Poznámka: Pokud je limita rovna nule, o konvergenci to nic nevypov́ıdá a je nutné použ́ıt
daľśı kritéria.

2. Kritéria pro řady s nezápornými členy (an ≥ 0)

� Limitńı pod́ılové kritérium: Vypoč́ıtá se limita L = limn→∞
an+1

an
.

– L < 1 =⇒ řada konverguje.

– L > 1 =⇒ řada diverguje.

– L = 1 =⇒ kritérium nerozhodne.

Vhodné pro řady obsahuj́ıćı faktoriály.
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� Limitńı odmocninové kritérium: Vypoč́ıtá se limita L = limn→∞ n
√
an. Závěry

jsou stejné jako u limitńıho pod́ılového kritéria (L < 1 konverguje, L > 1 diverguje,
L = 1 nerozhodne). Vhodné pro řady typu (. . . )n.

� Integrálńı kritérium: Necht’ f(x) je funkce definovaná na intervalu [1,∞), která
je na tomto intervalu: nezáporná, nerostoućı, spojitá a plat́ı f(n) = an. Potom

řada
∞∑
n=1

an konverguje právě tehdy, když je integrál lim
b→∞

∫ b

1

f(x) dx konečný.

3. Leibnizovo kritérium pro alternuj́ıćı řady: Pro řady se stř́ıdaj́ıćımi se znaménky
(typu (−1)nan) využ́ıváme jednoduché Leibnizovo kritérium: Jestliže posloupnost an je

nerostoućı (pro všechna n: an+1 ≤ an), potom řada
∞∑
n=1

(−1)nan konverguje právě tehdy,

když limn→∞ an = 0.

4- Absolutńı konvergence: Ř́ıkáme, že řada konverguje absolutně, jestliže konver-

guje řada
∞∑
n=1

|an|. Plat́ı, že jestliže konverguje řada
∞∑
n=1

|an|, potom konverguje i řada

∞∑
n=1

an. Při vyšetřováńı absolutńı konvergence pracujeme s řadou s nezápornými členy, a

můžeme tedy použ́ıt všechna výše uvedená kritéria pro řady s nezápornými členy.

Obecný postup vyšetřováńı

1. Ověřeńı nutné podmı́nky: Vypočtěte limn→∞ an. Pokud nevyjde nula, řada di-
verguje.

2. Volba daľśıho kritéria:

� Obsahuje člen n!? → Limitńı pod́ılové kritérium.

� Obsahuje člen (. . . )n? → Limitńı pod́ılové nebo odmocninové kritérium.

� Lze člen an snadno integrovat? → Integrálńı kritérium (nezapomeňte ověřit
předpoklady).

3. Alternuj́ıćı řady: Ověřte podmı́nky Leibnizova kritéria.

Řešené př́ıklady (Č́ıselné řady)

Př́ıklad 1: Aplikace integrálńıho kritéria

Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑
n=1

1

n
.

� Uvažujme funkci f(x) = 1
x
. Na intervalu [1,∞) je tato funkce kladná, spojitá a

klesaj́ıćı (jej́ı derivace −1/x2 je záporná). Předpoklady jsou splněny.

� Vypočteme integrál:

lim
b→∞

∫ b

1

1

x
dx = lim

b→∞
[ln |x|]b1 = lim

b→∞
(ln b− ln 1) = ∞− 0 = ∞
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� Integrál neńı konečný, proto řada diverguje.

Př́ıklad 2: Alternuj́ıćı řada a Leibnizovo kritérium

Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑
n=1

(−1)n

n
.

� Absolutńı hodnota člen̊u vede na řadu
∑

1
n
, která diverguje (viz Př́ıklad 1). Řada

nekonverguje absolutně.

� Aplikace Leibnizova kritéria: 1. Je posloupnost an = 1
n
klesaj́ıćı? Ano, protože n <

n+ 1 =⇒ 1
n
> 1

n+1
. 2. Je limita nulová? limn→∞

1
n
= 0.

� Obě podmı́nky jsou splněny, řada konverguje (neabsolutně).

————————————————–

2 Funkčńı řady

Zadáńı a ćıl

Dána je řada
∞∑
n=1

anx
n (př́ıpadně

∞∑
n=1

an(x)). Ćılem je nalézt množinu všech x ∈ R, pro

která tato řada konverguje.

Postup řešeńı

1. Hrubé určeńı intervalu: Aplikujeme limitńı pod́ılové kritérium pro absolutńı kon-
vergenci.

L(x) = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣
Řada konverguje tam, kde L(x) < 1. Z této nerovnice urč́ıme otevřený interval pro
x.

2. Vyšetřeńı krajńıch bod̊u: V krajńıch bodech intervalu vycháźı L(x) = 1, krité-
rium tedy nerozhodne. Tyto konkrétńı hodnoty x je nutné dosadit do p̊uvodńıho
zadáńı. T́ım vzniknou č́ıselné řady, o jejichž konvergenci rozhodneme pomoćı
kritéríı z prvńı části kapitoly (Integrálńı, Leibnizovo nebo NPK).

3. Závěr: Výsledný obor konvergence zaṕı̌seme jako interval (pozor na typ závorek u
krajńıch bod̊u).

Řešené př́ıklady

Př́ıklad A: Konvergence v obou krajńıch bodech

Určete obor konvergence řady
∞∑
n=1

xn

n2
.

� Kritérium:

lim
n→∞

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)2
· n

2

xn

∣∣∣∣ = |x| · lim
n→∞

n2

n2 + 2n+ 1
= |x| · 1
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Podmı́nka konvergence: |x| < 1 =⇒ x ∈ (−1, 1).

� Levý kraj (x = −1): Dosad́ıme do zadáńı:
∑∞

n=1
(−1)n

n2 . Řada konverguje absolutně,
protože řada

∑
1
n2 konverguje podle integrálńıho kritéria, viz ńıže.

� Pravý kraj (x = 1): Dosad́ıme do zadáńı:
∑∞

n=1
1
n2 . Použijeme integrálńı kritérium

pro f(x) = x−2.

lim
b→∞

∫ b

1

x−2 dx = lim
b→∞

[
−x−1

]b
1
= 0− (−1) = 1

Integrál je konečný, řada konverguje.

Výsledek: x ∈ [−1, 1].

Př́ıklad B: Konvergence pouze v jednom krajńım bodě

Určete obor konvergence řady
∞∑
n=1

xn

n
.

� Kritérium:

lim
n→∞

∣∣∣∣ xn+1

n+ 1
· n

xn

∣∣∣∣ = |x| · lim
n→∞

n

n+ 1
= |x|

Podmı́nka konvergence: |x| < 1 =⇒ x ∈ (−1, 1).

� Levý kraj (x = −1): Dosad́ıme:
∑∞

n=1
(−1)n

n
. Jde o alternuj́ıćı řadu (viz Př́ıklad 2

výše). Podmı́nky Leibnizova kritéria jsou splněny. Řada konverguje.

� Pravý kraj (x = 1): Dosad́ıme:
∑∞

n=1
1
n
. Harmonická řada (viz Př́ıklad 1 výše).

Podmı́nky integrálńıho kritéria jsou splněny. Řada diverguje.

Výsledek: x ∈ [−1, 1).

Př́ıklad C: Divergence v obou krajńıch bodech

Určete obor konvergence řady
∞∑
n=1

n ·
(
x− 1

2

)n

.

� Kritérium: Aplikujeme limitńı pod́ılové kritérium na celý člen an:

lim
n→∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)
(
x−1
2

)n+1

n
(
x−1
2

)n
∣∣∣∣∣ = lim

n→∞

(
n+ 1

n
·
∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣) =

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣
� Podmı́nka konvergence:

|x− 1|
2

< 1 =⇒ |x− 1| < 2

Tato nerovnost vyjadřuje, že vzdálenost č́ısla x od bodu 1 muśı být menš́ı než 2.

−2 < x− 1 < 2 =⇒ −1 < x < 3.
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� Levý kraj (x = −1):Dosad́ıme do závorky: −1−1
2

= −1. Řada má tvar:
∞∑
n=1

n·(−1)n.

Ověř́ıme Nutnou podmı́nku konvergence (limn→∞ an = 0). Vyšetř́ıme chováńı po-
sloupnosti n(−1)n pro sudé a liché členy zvlášt’:

a) Pro sudé n (n = 2k): limk→∞ 2k · (−1)2k = ∞.

b) Pro liché n (n = 2k + 1): limk→∞(2k + 1) · (−1)2k+1 = −∞.

Protože limity vybraných podposloupnost́ı jsou r̊uzné (∞ ̸= −∞), celková limita
neexistuje. Nutná podmı́nka neńı splněna, řada diverguje.

� Pravý kraj (x = 3): Dosad́ıme do závorky: 3−1
2

= 2
2
= 1. Řada má tvar:

∑∞
n=1 n ·

1n =
∑∞

n=1 n. Ověř́ıme nutnou podmı́nku konvergence:

lim
n→∞

n = ∞ ≠ 0.

Řada diverguje.

Výsledek: x ∈ (−1, 3).
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