Cilova dovednost

Po prostudovani této kapitoly je student schopen:

e Rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci ¢iselné fady pomoci vhodného kritéria
(veetné ovéreni predpokladu).

e Aplikovat kritéria konvergence na piislusné typy rad.

e Urcit obor konvergence funkcni fady véetné podrobného vysetieni krajnich bodu.

1 Nekonecné ciselné rady

Zakladni pojmy
Nekonecnou ¢iselnou fadou rozumime symbol Z a, = a1+ as+az+.... Zajima nas, zda

n=1
se soucet téchto ¢isel blizi k néjaké konecné hodnoté (fada konverguje), nebo zda roste

nade vSechny meze ¢i osciluje (fada diverguje).

Geometricka fada Rada tvaru Z aq”.
n=1
e Konverguje praveé tehdy, kdyz |q| < 1.
aq
1—q

e Soucet je dan vzorcem s =

Kritéria konvergence

Pro rozhodovani o konvergenci existuje nékolik kritérii. Pted jejich pouzitim je vzdy nutné
ovérit prislusné predpoklady.

1. Nutna podminka konvergence (NPK): Nejjednodussi test konvergence rady.

Pokud lim a, # 0, pak fada DIVERGUJE.
n—oo

Poznamka: Pokud je limita rovna nule, o konvergenci to nic nevypovida a je nutné pouzit
dalsi kritéria.
2. Kritéria pro fady s nezidpornymi ¢leny (a, > 0)

an+41
an

e Limitni podilové kritérium: Vypocita se limita L = lim,,_,,
— L <1 = rtada konverguje.
— L >1 = rtada diverguje.
— L =1 = kritérium nerozhodne.

Vhodné pro tady obsahugjici faktoridly.



e Limitni odmocninové kritérium: Vypocita se limita L = lim,,_,, {/a,. Zavéry
jsou stejné jako u limitniho podilového kritéria (L < 1 konverguje, L > 1 diverguje,
L = 1 nerozhodne). Vhodné pro tady typu (...)".

e Integralni kritérium: Necht f(x) je funkce definovand na intervalu [1,00), kterd
je na tomto intervalu: nezdpornd, nerostouci, spojita a platl' f(n) = a,. Potom

rada Z a, konverguje pravé tehdy, kdyz je integral hm / f(x) dx koneény.

n=1

3. Leibnizovo kritérium pro alternujici rady: Pro fady se stfidajicimi se znaménky

(typu (—=1)"a,) vyuzivame jednoduché Leibnizovo kritérium: Jestlize posloupnost a, je

nerostouci (pro vsechna n: a,,1 < a,), potom rada Z(—l)”an konverguje pravée tehdy,
n=1
kdyz lim,, o0 @, = 0.

4- Absolutnl konvergence: Rikdme, ze fada konverguje absolutné, jestlize konver-

guje fada Z la,|. Plati, ze jestlize konverguje fada Z |a,|, potom konverguje i fada

n=1 n=1
)

E a,. Pti vySetfovani absolutni konvergence pracujeme s fadou s nezapornymi ¢leny, a

n=1
muzeme tedy pouzit vSechna vyse uvedena kritéria pro fady s nezapornymi cleny.
Obecny postup vysSetrovani

1. Ovéreni nutné podminky: Vypoctéte lim,, o, a,. Pokud nevyjde nula, fada di-
verguje.

2. Volba dalsiho kritéria:
e Obsahuje clen n!? — Limitni podilové kritérium.
e Obsahuje ¢len (...)"? — Limitni podilové nebo odmocninové kritérium.

e Lze ¢len a, snadno integrovat? — Integralni kritérium (nezapomernte oveérit
predpoklady).

3. Alternujici fady: Ovérte podminky Leibnizova kritéria.

Resené piiklady (Ciselné fady)
Priklad 1: Aplikace integralniho kritéria
1
Rozhodnéte o konvergenci fady Z —.
n=1 n
e Uvazujme funkci f(z) = 2. Na intervalu [1,00) je tato funkce kladnd, spojitd a
klesajici (jeji derivace —1/2? je zdpornd). Piedpoklady jsou splnény.
e Vypocteme integral:

b

1
lim [ =dz= lim [In|z]]’ = lim (Inb—In1) = 0o — 0 = 00
b—oo [1 X b—00 b—00



e Integral neni konecény, proto fada diverguje.

Piiklad 2: Alternujici rada a Leibnizovo kritérium
(="

" .

Rozhodnéte o konvergenci rady Z
n=1

e Absolutni hodnota ¢lenu vede na fadu ) %, kterd diverguje (viz Pifklad 1). Rada
nekonverguje absolutné.

e Aplikace Leibnizova kritéria: 1. Je posloupnost a, = % klesajici? Ano, protoze n <
n+l = % > n+r1 2. Je limita nulova? limn_mo% = 0.

e Obé podminky jsou splnény, fada konverguje (neabsolutné).

2 Funkéni rady

Zadani a cil

oo o
Déna je fada Z a,z" (piipadné Z%(I)) Cilem je nalézt mnozinu vsech x € R, pro
n=1 n=1

ktera tato rada konverguje.

Postup resSeni

1. Hrubé urceni intervalu: Aplikujeme limitni podilové kritérium pro absolutni kon-

vergenci.

an+1xn+1

L(z) = lim

n—oo

Ay ™

Rada konverguje tam, kde L(x) < 1. Z této nerovnice uréime otevieny interval pro
x.

2. Vysetieni krajnich bodu: V krajnich bodech intervalu vychézi L(xz) = 1, krité-
rium tedy nerozhodne. Tyto konkrétni hodnoty = je nutné dosadit do puvodniho
zadani. Tim vzniknou ¢iselné tady, o jejichz konvergenci rozhodneme pomoci
kritérii z prvni ¢asti kapitoly (Integralni, Leibnizovo nebo NPK).

3. Zaveér: Vysledny obor konvergence zapiSeme jako interval (pozor na typ zavorek u
krajnich bodu).

Resené piiklady
Piiklad A: Konvergence v obou krajnich bodech

©  _n
3 3 x
Urcete obor konvergence tady g —-
n
n=1

o Kritérium:

2
= |z| - lim —~

L |
n—oon? 4+ 2n + 1 ’a:l




Podminka konvergence: |z| <1 = z € (—1,1).

e Levy kraj (x = —1): Dosadime do zadédni: )~ (7112)”. Rada konverguje absolutné,

protoze fada ) # konverguje podle integrélniho kritéria, viz nize.

1
n=1 n2"

e Pravy kraj (z = 1): Dosadime do zaddni: )
pro f(z) =z7%

Pouzijeme integrdlni kritérium

b
lim [ 27%*dz = lim [—xil]i =0—-(-1)=1

b—oo Jq b—oo
Integral je konecny, fada konverguje.

Vysledek: = € [—1,1].
Priklad B: Konvergence pouze v jednom krajnim bodé
Urcete obor konvergence rady Z T

n=1 n

o Kritérium:
)

n+1'x”

= ||

= |z|- lim

n—oo

Podminka konvergence: |z| <1 = z € (—1,1).

e Levy kraj (z = —1): Dosadime: ) >, % Jde o alternujici radu (viz Piiklad 2
v¥se). Podminky Leibnizova kritéria jsou splnény. Rada konverguje.

e Pravy kraj (z = 1): Dosadime: > °2 1. Harmonickd fada (viz Pifklad 1 vyse).

n=1n -
Podminky integrélniho kritéria jsou splnény. Rada diverguje.

Vysledek: = € [-1,1).

Piiklad C: Divergence v obou krajnich bodech

> x—1\"
Urcete obor k rad . .
réete obor konvergence fady Z n ( 5 )

n=1

e Kritérium: Aplikujeme limitni podilové kritérium na cely ¢len a,,:

) (n+1) %) ) n+l |z—1 r—1
lim R0 = lim . =
e Podminka konvergence:
|z — 1]

5 <l = |z—-1|<2

Tato nerovnost vyjadiuje, ze vzdalenost ¢isla x od bodu 1 musi byt mensi nez 2.

2<r—-1<2 = —-1<zx<3.



e Levy kraj (z = —1): Dosadime do zévorky: =.=1 = —1. Rada m4 tvar: Z n-(—1)".

n=1

Ovéiime Nutnou podminku konvergence (lim,, o, a, = 0). Vysetiime chovani po-
sloupnosti n(—1)" pro sudé a liché ¢leny zv1ast:

a) Pro sudé n (n = 2k): limy_,o 2k - (—1)%* = oo.
b) Pro liché n (n = 2k + 1): limy_,00 (2k + 1) - (=1)%+ = —oc0,

Protoze limity vybranych podposloupnosti jsou ruzné (oo # —oo), celkova limita
neexistuje. Nutna podminka neni splnéna, fada diverguje.

e Pravy kraj (z = 3): Dosadime do zdvorky: 32 = 2 = 1. Rada ma tvar: Y o0 n -
c

1" = 3% n. Ovérime nutnou podminku konvergence:
n=1

lim n = oo # 0.
n—oo

Rada diverguje.
Vysledek: = € (—1,3).



	Nekonečné číselné řady
	Funkční řady

