Cilova dovednost

Po prostudovani této kapitoly student:
o urci a graficky popise defini¢ni obor funkce dvou proménnych,
« rozhodne o existenci ¢i neexistenci limity funkce v bodé,
e vypocita limitu pomoci uprav vyrazu,

e porozumi geometrickému vyznamu chovani funkce v okoli bodu.

1 Defini¢ni obor funkci dvou proménnych

Vyznam a postup

Urcovéani definiéniho oboru D(f) se ¥idi stejnymi pravidly jako u funkei jedné proménné.

roviné.

Pri zakreslovani je nutné rozlisit, zda prislusna cast hranice do definicnitho oboru patti
(<, >, =) nebo nepatii (<, >, #). Jestlize celd hranice je souc¢asti mnoziny, pak fikdme, zZe
mnozina je uzavrena a jestlize zadna c¢ast hranice neni souc¢asti mnoziny, pak rikame, ze
mnozina je oteviena. Mnoziny, které obsahuji jen ¢ast své hranice, nejsou ani oteviené,
ani uzavreneé.

Priklad: soucéin pod odmocninou

Urcete a zakreslete defini¢ni obor funkce:

fla,y) = \/(—22 — y? + 62) (22 + 2 — 6y).

Komentar k reseni: Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny. Hranici defini¢niho
oboru tvori body, kde se vyraz rovna nule:

(=2 — y? + 62) (2> + y* — 6y) = 0.

Tato rovnice je splnéna, pokud je alespon jedna zavorka rovna nule. Upravou (doplnénim
na Ctverce) ziskdme rovnice dvou hrani¢nich kruznic:

1. Rovnice prvni hranice:
—2? +6r —y* =0
2 —6r+y* =0
(z=32-94+9y"=0 = (x—3°+y*=9

Jde o kruznici se stfedem v bodé [3,0] a polomérem r = 3.
2. Rovnice druhé hranice:

2 +yP—6y=0
P+ (y—-3°2-9=0 = x>+ (y—3)?=9

Jde o kruznici se stfedem v bodé [0, 3] a polomérem r = 3.
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Systematicka analyza soucinu
Oznacme si
Alz,y) = —a? — y? + 6, B(z,y) = 22 4+ y* — 6y.

Defini¢ni obor je dan podminkou

Soucin dvou vyrazii je nezaporny prave tehdy, kdyz:

e oba vyrazy jsou kladné,

e nebo oba vyrazy jsou zaporné,

o pripadné alespon jeden z nich je roven nule.
Znaménka v jednotlivych oblastech uré¢ime naptiklad dosazenim stfedt kruznic:

o A(z,y) > 0 uvniti kruznice (x — 3)* + y* =9,

o A(z,y) < 0 vné této kruznice,

e B(z,y) > 0 vné kruznice 2 + (y — 3)? = 9,

e B(z,y) < 0 uvnitf této kruznice.
Defini¢ni obor tedy tvori dvé ¢asti:

1. body, které lezi uvnitt prvni kruznice a zaroven vné druhé,

2. body, které lezi uvniti druhé kruznice a zaroven vné prvni.
Prinik obou kruznic do definiénitho oboru nepatti, protoze tam mé jeden z vyrazt kladné
a druhy zaporné znaménko, takze jejich soucin je zaporny. Hrani¢ni kruznice (kde A =0
nebo B = 0) do defini¢niho oboru patfi, protoze odmocnina z nuly je definovana.

Vizualizace D(f) a reliéfu funkce

Matematicky pfesnd mapa f(z,y) s korektnim maximem

Jednotlivé barevné odstiny v grafu predstavuji vrstevnice, coz jsou mnoziny bodia se
stejnou funkéni hodnotou definované rovnici f(x,y) = c.



2 Limity funkci dvou proménnych

1. 1D vs. 2D prostor: V analyze funkce jedné proménné se k bodu xy mizeme blizit
pouze ze dvou stran (zleva a zprava). Ve 2D prostoru se k bodu [zg, yo] mtzeme
blizit po nekoneéném mnozstvi cest — nejen zleva a zprava, ale i zdola a shora a
také po primkéch, po parabolach ¢i jinych ktivkach.

2. Podminka existence: Aby limita existovala, musi byt vyslednd hodnota L ne-
zavisla na zvolené cesté; musi byt tedy stejna pro libovolnou z nekonec¢ného poctu
trajektorii vedoucich do daného bodu. Pokud najdeme alespon dvé cesty, po kterych
funkce dospéje k riznym limitnim hodnotam, limita v daném bodé neexistuje.

3. Absence L’Hospitalova pravidla: Pro funkce vice proménnych neexistuje prima
analogie LL’Hospitalova pravidla. Jelikoz mame vice nezavislych proménnych a par-
cidlnich derivaci, nelze jednoduse derivovat citatel a jmenovatel, protoze derivace v
jednom sméru (napf. podle ) nepostihuje chovani funkce v ostatnich smérech.

4. Geometricky: Kdyz se v nasem grafu blizime k bodu [zg,yo] ze vSech moznych
stran, skonéime vzdy ve stejné nadmorské vysce (barvé)?

Prakticky postup pri vypoctu limity

P1i feSeni limity funkce dvou proménnych v limitnim bodé [zg,yo] doporuc¢ujeme postu-
povat v nasledujicim poradi. Prvni ¢tyfi metody slouzi k ptimému vypoctu, ostatni spise
k diikazu, ze limita neexistuje. Posledni ¢tyti metody redukuji limitu ve dvou proménnych
na limitu v jedné proménné. Tyto metody testuji pouze vybrané trajektorie vedouci do
daného bodu. Pokud vysledek zavisi na parametru (napr. smérnici piimky nebo konstanté
k), limita neexistuje. Pokud vysledek na parametru nezavisi a vyjde ¢islo L, pak plati:
bud limita neexistuje, nebo je rovna c¢islu L. Takovy vypocet tedy nepredstavuje
dukaz existence limity, ale vyznamné zGzi mozZnosti a urc¢i jediného kandidata na jeji
hodnotu. K potvrzeni existence nebo neexistence je nutné pouzit jinou metodu.

1. Primé dosazeni Pokud po dosazeni souradnic g, 1o nevznikne nedefinovany vyraz
(napt. déleni nulou), mdme hotovo. Vysledkem je funkéni hodnota.

2. Algebraické upravy Pokud vyjde nedefinovany vyraz, zkusime vyraz zjednodusit:

« Rozklad na soudin: Vytknuti, pouZiti vzorct (a + 0)?, a® £ b% atd., nasledné
kraceni.

o Usmérnéni zlomku: Rozsiteni vyrazem, ktery odstrani odmocninu (napf.
podle vzorce (A — B)(A + B) = A* — B?).

3. Nenulové c¢islo lomeno nulou: Podobné jako u funkci jedné proménné, v této
situaci se podivame, jestli je funkce v okoli limitnitho bodu [z¢,yo] kladnd (limita
je nekonecno), zaporna (limita je minus nekone¢no) nebo stiidd znaménka (limita
neexistuje).

4. Metoda dolniho a horniho odhadu: Pokud dokéazeme funkci f(x,y) odhadnout
zdola a shora tak, ze:

hz,y) < f(z,y) < g(x,y)

a obé krajni funkce maji stejnou limitu L, pak ma stejnou limitu i funkce f.



5. Postupné limity (blizime se zdola, shora, zleva a zprava): Spocteme dvé
limity:
Ly = lim (lim f(:v,y)), Ly = lim (lim f(at,y))

=20 \Y—Yo Y—Yo \T—Z0

Pokud L; # Lo, limita neexistuje. Pokud L; = Ls, vime pouze, ze bud limita
neexistuje nebo se rovna vypoctené limité.

6. PribliZzovani po obecné primce: Testujeme priblizeni po vSech primkéch procha-
zejicich bodem [z, yo]. Dosadime za y:

y=1yo+ k(r—x9), kdekeR.

Vznikne limita jedné proménné (z — (). Pokud vysledek zdvisi na smérnici k,
limita neexistuje.

7. Priblizovani po obecné parabole: Zkusime dosadit parabolu prochéazejici bodem

[x07y0]:
y=vyo+ k(x— xo)z-

Pokud vysledek zavisi na parametru k, limita neexistuje.

8. Transformace do polarnich souradnic:
T = xo + 1 Cos P, Y = Yo + rsin .

Limitu pak poc¢itdme pro polomér r — 0. Pokud vysledek zavisi na thlu ¢, limita
neexistuje.

3 Resené priklady
V této casti aplikujeme postupy z predchozi , kuchaiky® na konkrétni tlohy.

Piiklad 1 (Pfimé dosazeni)

Vypoc¢téme  lim xi%—y
(zy)—>(0,0) 2 + 32 + 1

Po dosazeni bodu [0, 0] nevzniké zadny nedefinovany vyraz (jmenovatel je roven 1).

0+0 —9—0
02+02+1 1

Zavér: Limita je rovna 0.

Priklad 2 (Algebraické tpravy)

3.4 .3

s . x° +
Vypoctéme  lim g
(@y)=(-11) 72 — y?

Po dosazeni dostavame nedefinovany vyraz %. Rozlozime c¢itatele i jmenovatele podle
vzorct a® + b a a® — b*:

P y) (2 — zy + y?)
@y—-1)  (z+y)(r—y)



Vykratime problémovy ¢len (x 4 y) a znovu dosadime:

y 22 —ay+y? (12— (=1)-14+12 1+1+1 3
m = = = ——,
@y—(-1) T —y —1-1 -2 2

Zavér: Limita je rovna —%.
Priklad 3 (Metoda horniho a dolniho odhadu)
Vypoctéme lim w
(z,y)— (00,00) €T
Funkee sin(z +y) je omezené (nabyvd hodnot pouze z intervalu [—1, 1]). Funkce < jde pro
x — 0o k nule. Plati odhad:
1 < sin(z + y) < i
|z x |z
Protoze leva i prava strana konverguji k 0, musi k nule konvergovat i seviend funkce.
Zavér: Limita je rovna 0.

Piiklad 4 (Nenulové ¢islo déleno nulou)
x—1

Vypoctéme  lim :
P (29)=(0,0) 22 +

Po dosazeni dostavame limitu typu %1. Aby limita existovala (a byla rovna +o00), musi

mit jmenovatel v okoli bodu stéle stejné znaménko. Vyraz x2 442 je vdy nezdporny. Tedy

délime zéporné ¢islo (—1) velmi malym kladnym ¢islem.

]

—0Q.

r—1 |

lim @ ——
(@,9)—(0,0) 2% + 2

[N

Zavér: Limita je rovna —oo0.

Piiklad 5 (Nenulové ¢islo déleno nulou)

Vypoctéme lim ——.
P (z.y)—(0,0) (x 4+ y)3

Opét typ %. Zde vSak jmenovatel (x + y)? mén{ znaménko podle toho, z jaké strany se k
limitnimu bodu blizime. Prozkoumejme chovani na primce y = x:

1 [5F]
. + i o
Pro z — 0" (zprava): xlg(r){r L 0.
e Proxz — 07 (zleva): lim L [é] —00.
z—0- (21)3

Zavér: Limita neexistuje.

Piiklad 6 (Postupné limity)

22— o2

Vypoctéme —lim —————.
(z.9)—(0,0) 22 + y

Spoc¢teme limity postupnym priblizovanim po oséch:



2?2 — o2 72
1. Prvni y — 0, potom x — 0: lim | lim —— | = lim — = 1.
=0 \y—=0 12 + 12 z—0 72

22 — 2 e
2. Prvni z — 0, potom y — 0: lim | lim —— | = lim — = —1.
y—0 \ 2—0 72 + y2 y—0 y2

Protoze 1 # —1, vysledky se neshoduji.
Zavér: Limita neexistuje.

Priklad 7 (Obecna piimka v obecném bodé)

2 2
Vypoctéme lim Tty :

Po dosazeni dostdvame neurcity vyraz %. Zkusime se k bodu [1, —1] ptiblizit po vSech moz-
nych piimkach, které jim prochézeji. Obecné rovnice piimky prochézejici bodem [z, o]
je y — yo = k(z — x0). V nasem piipade:
y— () =k(z—-1) = y=klz—1)—1.

Dosadime tento vyraz za y do limity. Tim prevedeme tilohu na limitu jedné proménné:

. 24 2(k(z—-1)-1) . 20+ 2kx —2k—2

lim = lim .

a1y —(k(x—1)—1)—2 a>lax—kr+k+1-2

V ¢citateli i jmenovateli vytkneme (z — 1) (pfipadné pouzijeme 1'Hospitalovo pravidlo —
zde muzeme, protoze uz pocitame limitu jedné proménné):
2(x — 1)+ 2k(z — 1) . (z—1)(2+2k) 242k

o) k-1 A @oni-k)  1-k

Vysledek zavisi na parametru k (smérnici primky).
Zaveér: Limita neexistuje.

Piiklad 8 (Polarni soufadnice)
2x
Vypoctéme  lim 27y2

(z,y)—(0,0) 2% + Yy
Zavedeme polarni souradnice z = r cos ¢, y = rsin ¢. Dosadime a upravime:

r? sin(2¢)

i 2(r cos @) (rsin ) ~ lim

= sin(2¢).
r—0t 72(cos? o + sin? ) o0+ 72 sin(2¢)

Vysledek zavisi na thlu . Pro rizné uhly priblizeni dostavame rizné hodnoty.
Zavér: Limita neexistuje.

Piiklad 9 (Po obecné parabole)

Vypocteé li %y
octeme 1m _—.
P (z,y)—+(0,0) 2% + y?

Zkusme polarni soufadnice. Po dosazeni a vytknuti 72 ve jmenovateli:

, r3 cos? psin @ , rcos? psin @
lim CYRCy—— —5 = lim C— —5—.
r—0+ 12(r2 cost p +sin* ) r—0t r2cos? p + sin? @

Rozlisime dva pripady pro pevny thel :



o Pokud sinp = 0 (priblizovani po ose x, potom cos¢ # 0), po dosazeni sinp = 0

Vyjde T%osom =0.
« Pokud sin ¢ # 0 (ostatni sméry), po dosazeni r = 0 vyjde 3 +Sion2 ;=0

Limita pro vSechny tuhly je tedy rovna 0. Z toho plyne zavér, ze celkova limita bud
neexistuje, nebo je rovna nule. K rozhodnuti musime pouzit alternativni postup.

Zkusme se pribliZit po obecné parabole y = kx? prochézejici limitnim bodem:
22 - (kx?) , kat kaxt k

W T (2 R R AR I+

Vysledek zavisi na konstanté k (tvaru paraboly).
Zaveér: Limita neexistuje.

4 Casté chyby p¥i poéitani limit a varovani
« Falesny pocit bezpeci: To, ze vyjde stejné ¢islo po dosazeni:
— postupnych limit (lim,_,, (limy ., f(z,9)) a lim, ., (im,_., f(z,9))),
— vsech piimek (y = k(x — x¢) + yo),
— v8ech parabol (y = k(z — x0)? + vo),
— i polarnich soufadnic (z = x4+ rcosp, y = yo + rsiny),

stale nestaci k diukazu, ze limita existuje! Pamatujte: Tyto ¢tyii metody slouzi pri-
méarné k dikazu neexistence (pokud vyjdou dvé cesty ruzné). K dikazu existence
musite pouzit jiné metody.

e Nenula déleno nulou # co automaticky: Pokud po dosazeni vyjde limita typu

%, musite zkoumat znaménko jmenovatele v celém okoli bodu.

— Jmenovatel neméni znaménko = oo nebo —oo.

— Jmenovatel méni znaménko = limita neexistuje (najdeme dvé cesty s riznou
limitou).

o Zakaz L’Hospitalova pravidla pro funkce vice proménnych: L’Hospitalovo
pravidlo neexistuje pro funkce vice proménnych! Lze ho pouzit pouze uvniti dil¢ich
vypocti jedné proménné (napr. az po dosazeni konkrétni kiivky y = k(x —x0) +yo).

5 Spojitost funkce

Pojem spojitosti funkce dvou proménnych je zcela analogicky jako u funkci jedné pro-
ménné. Plati stejné principy jako u funkci jedné proménné - tedy funkce je spojita v
bodé [zg,yo] pravé kdyz je limita v tomto bodé rovna funkéni hodnoté. Déle soucet,
rozdil, soucin, podil (pokud jmenovatel # 0) a sloZeni spojitych funkci je opét
spojita funkce.

Priklad 1
Funkce f(z,y) = x + y je spojitd v celé roviné R? protoZe funkce z = x i funkce z = y
jsou spojité a jejich souctem vznikne opét spojita funkce.
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Priklad 2 .
Funkce f(x,y) = % je spojita v celé roviné R?, protoze jde o podil dvou spojitych
funkci a jmenovatel je vzdy nenulovy (2% + 1 > 1).

Geometricka interpretace nespojitosti
1. Skok: Limita v bodé neexistuje (napt. lisi se pri pfiblizeni z rtznych stran). Ptikla-

dem je funkce, ktera ma na pravé poloroviné hodnotu 1 a na levé 0:

1 proaz >0,

f(x,y) :{

0 prox <O.

V bodech na ose y (kde se méni predpis) dochazi ke skokové zméné.

2. Odstranitelna nespojitost: Limita existuje, ale v daném bodé funkce neni defi-
novana, nebo ma hodnotu jinou nez limitu (napft. jeden izolovany bod levitujici nad
plochou).
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