Cilové dovednosti

Po prostudovani této kapitoly bude student schopen:
e Rozlisit mezi explicitnim a implicitnim zadanim funkce.

o Ovérit podminky, za kterych rovnice F(z,y) = 0 definuje v okoli daného bodu
implicitni funkci y = f(x).

o Vypocitat prvni a druhou derivaci implicitni funkce.

o Aplikovat ziskané derivace pro vysetfeni prubéhu funkce (rovnice tecny, lokalni
extrémy, konvexnost a konkdvnost).

1 Implicitni funkce

1.1 Motivace: Proc¢ nestaci explicitni funkce?

Doposud jsme se setkavali prevazné s funkcemi zadanymi v tzv. explicitnim tvaru, tedy
jako y = f(x). V praxi ale vztahy mezi veli¢inami ¢asto nevznikaji takto piimocaie. Casto
dostavame rovnici, kde jsou proménné x a y navzajem provazané, naptiklad x?+y?—1 = 0,
a z této rovnice nelze proménnou y jednoznacné vyjadrit. Tento zptsob zapisu se nazyva
implicitni funkce. Jejim fesenim obecné neni funkce, ale krivka.

1.2 Kdy rovnice urcuje funkci? (Piiklady)

V této kapitole se budeme zabyvat ndsledujicim problémem: Mame zadanu funkci F(z,y)
dvou proménnych a hleddme mnozinu

M = {[z,y] € R*: F(z,y) = 0}.

Budeme studovat, jak tato mnozina vypada. Konkrétné nas zajimé, za jakych ptfedpo-
kladu existuje funkce y = f(z) takova, ze F(z, f(z)) = 0. Tedy kdy lze jednu proménnou
vyjadrit jako funkci té druhé. Podivejme se nejprve na nékolik priklada s rostouci kom-
plexnosti.

Priklad 1: Globalni vyjadreni je mozné

Je-li F(z,y) = y — 3z, potom mnozina bodu vyhovujici rovnici F(z,y) = 0 je pravé
mnozina vSech bod lezicich na ptimce y = 3x. Proménnou y lze bez problémii explicitné
vyjadrit pro vSechna x € R.

Priklad 2: Prazdni mnozina

Je-li F(z,y) = (y—2)*+ (x—1)*+1, pak rovnice F(x,y) = 0 nem4 Feseni, protoze soucet
nezapornych c¢isel a jednicky nemtze byt nikdy nula. Mnozina bodt je v tomto pripadé
prazdna.

Priklad 3: Kruznice

Je-li F(x,y) = (y — 1)* + (z + 1)* — 1, potom rovnice F(x,y) = 0 predstavuje mnoZinu
vsech bodu tvoricich kruznici se stfedem v bodé [—1, 1] a polomérem 1. Zde uz y globalné
jako funkci z vyjadrit nelze. Pro jedno z dostaneme dvé rizné hodnoty y (napf. pro
r = —1 dostaneme y; = 0,y, = 2). Takovy vztah ale nepredstavuje funkci (kazdému x
totiz smi odpovidat nejvyse jedno y).



Priklad 4: Dvé protinajici se primky

Je-li F(z,y) = y*—2* = 0, potom z rovnice y*> —z? = 0 plyne (y —z)(y+ ) = 0. MnoZinu
reseni tvori body lezici bud na pfimce y = z, nebo na primce y = —x. Opét zde pro x # 0
dostavame dvé rizné hodnoty y.

Priklad 5: Oblasti v roviné

Je-li F(z,y) = Vy222 + xy = |vy| + zy = 0, pak body spliujici F(z,y) = 0 vyhovuji
rovnici |zy| = —zy. To nastane pravé tehdy, kdyz zy < 0. Vysledkem neni kiivka, ale celd
plocha: sjednoceni druhého a ¢tvrtého kvadrantu véetné os.

1.3 Zakladni pravidlo o existenci implicitni funkce

V predchozich prikladech (zejména 3, 4 a 5) nebylo mozné vyjadrit y jako globdlni funkci
proménné z. Zuzime proto nas problém na lokalni pohled: vezmeme néjaky bod A =
[0, yo], ktery lezi na zkoumané kiivce, a ptame se, zda v jeho dostateéné malém okoli
umime y vyjadrit jednoznacné jako funkci z.

Plati nésledujici pravidlo: Necht je ddna rovnice F(z,y) = 0 a bod A = [z, yo]. Pokud
plati, ze:

1. F(z0,90) = 0 (bod lezi na ktivce),
2. Funkce F' ma v okoli bodu A spojité vSechny parcialni derivace az do radu n > 1,
3. Kli¢ova podminka: %(xo, Yo) # 0,

pak rovnice F'(x,y) = 0 urcuje v jistém okoli bodu A pravé jednu spojitou funkeci y = f(x),
pro kterou plati f(z9) = yo. Navic plati, Ze tato implicitné zadana funkce ma v
daném okoli spojité derivace az do radu n.

Geometricky vyznam klicové podminky: Derivace %—5 # (0 zarucuje, ze kiivka nema v
daném bodé svislou te¢nu. Pokud by takovou teénu méla (napr. u kruznice na jejim levém
a pravém okraji), funkce by se v tomto bodé vracela zpét a pro jedno = by existovaly dvé
hodnoty y.

1.4 Derivace implicitni funkce

Pokud vime, ze implicitni funkce y = f(x) v okoli bodu existuje, muzeme zjistovat jeji
vlastnosti pomoci derivaci. Nepotrebujeme k tomu znat jeji explicitni predpis!

Vime, ze pro body na ktivce plati identita:

F(z, f(z)) = 0.

Tuto rovnici budeme derivovat podle z. Nesmime ale zapomenout, ze f je funkci x, takze
pri derivovani F' podle druhé proménné derivujeme slozenou funkci.

1. Vypocet prvni derivace (f’):
Derivaci identity F'(z, f(z)) = 0 podle = dostaneme:

oF oF o
G 0 S@) 1+ 5 (@) f() =0,



Z toho (protoze podle predpokladu je %—5 # 0) snadno vyjadiime f’:

(@, f(2))

P = =08 Fayy

2. Vypocet druhé derivace (f”):
Druhou derivaci ziskame tak, ze prvni derivaci zderivujeme znovu podle x. Aplikujeme
pravidlo pro derivaci sou¢inu a opét pamatujeme na derivaci vnitin{ funkce f(z):

d [oF d [oF 1
da [a (:”’f(“”))] Y [ay(xaf(x))-f(as)] =0.

Po zderivovani:
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Za predpokladu spojitosti smiSenych derivaci ( ) mizeme rovnici upravit a

osamostatnit f”(x):

2L (3, [(2)) + 22E (x, f(@) (@) + LE(x, () ([ (2))?
(s, f())
Poznamka pro praxi: Misto slozitého vzorce pro druhou derivaci je ¢asto mnohem

spolehlivejsi a jednodussi derivovat konkrétni zadanou rovnici primo, krok za krokem,
podle vyse uvedeného postupu.

() = -

1.5 Priklad: Tecna a poloha krivky vici tec¢né

Zadani: Urcete rovnici teény v bodé A = [1,1] ke kifivce uréené implicitni rovnici
F(x,y) = 2* + 3 — 2zy = 0. Dale urcete, zda kiivka v okoli tohoto bodu lezi nad
te¢nou, nebo pod ni.

Reseni: Nejprve ovéifme predpoklady existence implicitni funkee v bodé A = [1,1]:
1. Bod lezi na kiivee: F(1,1) = 13+ 13 — 2(1)(1) = 0. Plati.
2. Funkce F' je polynom, ma tedy vsude spojité parcialni derivace vSech radia.
3. Klicova podminka (nenulovéd derivace podle y):

oF oF
— = -2 —(1,1)=3(1)" = 2(1) = 1.
5y =W~ = 5(L1) =31 - 2()

Protoze %—5(1, 1) =1 #0, je klicova podminka splnéna.

V jistém okoli bodu A tedy existuje pravé jedna implicitni funkce y = f(x), pro
kterou plati f(1) = 1. Navic vime, ze tato funkce mé spojité derivace, mizeme je tedy
zacit pocitat. Nejprve dosadime y = f(z) do F(z,y) = 2® + y3 — 2zy = 0:

2°+ (f(2))* - 22f(2) =
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a nasledné vzniklou rovnici zderivujeme.

1. Vypocet prvni derivace (smérnice te¢ny):
Rovnici zderivujeme podle z. Pozor na derivaci ( f(x))? (slozen4 funkce) a 2z f(z) (soucin):

327 +3(f(2))* - f'(x) = 2(1- f(2) + @ ['(x)) = 0.
Do této rovnice nyni dosadime souradnice zadaného bodu z =1 a f(1) = 1:
3(1)+3(1)%- (1) —2(1-1+1- f(1)) =3+3f(1) —2—2f(1) =0
= 1+f(1)=0 = f'(1)=-1

Rovnice teény v bodé [1,1] ma tvar y — 1 = f'(1)(z — 1). Po tpravé dostavame:

y—1=-1z-1) = y=-x+2.

2. Vypocet druhé derivace (konvexnost/konkavnost):
O poloze kiivky vidi teéné rozhoduje znaménko druhé derivace f”(1). Vezmeme zderivo-
vanou rovnici z prvniho kroku a zderivujeme ji znovu podle z:

302 £ 8(7@)? (&) — 2/ (@) 20 (2)] =0,

Déavame opét pozor na pravidlo o derivaci soucinu a slozené funkce:

62 + |6/ () - f'(@) - f'(2) +3(f(2))* - f"(@)] = 2f'(x) = 2[1- f'(w) + - f"(2)] = 0.

Tento zdanlivé dlouhy vyraz se okamzité zjednodusi, jakmile dosadime znamé hodnoty:
x =1, f(1) =1 a z predchoziho kroku uz vime, ze f'(1) = —1:

6(1) +6(1)(=1)(=1) +3(1)* - f(1) = 2(=1) = 2[1- (1) + 1- f"(1)] =0
= 64+6+3f"(H)+2-2[-1+f"(1)]=0 = U+3f"(1)+2-2f"(1)=0
— 16+ f'(1)=0 = f{"(1)=-16.

Pozndmka: Stejny visledek bychom dostali dosazenim do vzorce pro druhou derivaci f”.
Primé derivovani rovnice ale nevyZaduje znalosti vzorci.

Protoze f”(1) = —16 < 0, funkce f(x) je v bodé A konkavni a graf kiivky zde lezi pod
tecnou.

1.6 Lokalni extrémy implicitni funkce

Hleddme-li lokélni extrémy funkce y = f(z) zadané implicitné rovnici F'(x,y) = 0, postu-
pujeme takto:

1. Nutna podminka a existence implicitni funkce: V bodé lokalniho extrému
musi mit funkce vodorovnou te¢nu, tedy prvni derivace f’(x) musi byt rovna nule.
Z rovnosti f'(z) = —gggz = 0 plyne, ze ¢itatel musi byt nulovy. Podezielé body

tedy ziskdme feSenim soustavy dvou rovnic:

OF
F(z,y) =0 (bod lezi na kifivce) a a—(az, y) =0 (tefna je vodorovna).
x

U kazdého bodu [xg, yo|, ktery je FeSenim této soustavy, ndsledné ovérime platnost
podminky aa—g(xo, yo) # 0, kterd zarucuje existenci funkce f v okoli bodu [z, yo).
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2. Postacujici podminka: Za predpokladu, ze f'(x¢) = 0, se vzorec pro druhou
derivaci radikélné zjednodusi (vsechny ¢leny obsahujici f/(x) jsou totiz nulové a z
rovnice vypadnou) a tedy dostavame:

2
F(ag) = — 222 T0oth)
?Ti(xo, Yo)

Podle znaménka druhé derivace pak rozhodneme o typu extrému:

o Jeli f"(x9) > 0, jednd se o lokdlni minimum (funkce je konvexni, kiivka lezi
nad vodorovnou tec¢nou).

o Je-li f"(zg) < 0, jednd se o lokalni maximum (funkce je konkévni, kiivka lezi
pod vodorovnou tecnou).

1.7 Priklad: Nalezeni lokalnich extrému

Zadani: Najdéte lokdlni extrémy funkce y = f(x) dané implicitné rovnici F(z,y) =
2 —ay+y? —3=0.

Reseni: Budeme predpoklddat, Ze v okoli hledanych extrémii rovnice existuje implicitni
funkce y = f(z). Do zadané rovnice tedy dosadime f(x) a budeme ji pfimo derivovat
podle x:

o’ —xf(z) + (f(2))* -3 =0.

1. Prvni derivace a podezrelé body:
Zderivujeme rovnici podle x (opét pozor na derivaci soucinu a slozené funkce):

2u—[1- f(@) + 2 f@2f@) @) -0=0 = 2o f(z)—af (2)+2f(x)f (z) = 0.
Protoze hledame lokalni extrémy, dostavame z predchozi rovnice:

f2)=0 = 22—f(z)=0 = y=f(z)=2x.
Tento vztah dosadime zpét do ptivodni rovnice kiivky, abychom nasli konkrétni body:
F(r,27) =2 —2(22)+(27)°-3=0 = 3’=3 = 2’=1 = 115==l.
Nasli jsme dva kandiddty na lokalni extrém: A = [1,2] a B = [—1, —2].

2. Ovéreni existence implicitni funkce:
Abychom v téchto bodech mohli o funkci f(z) vibec mluvit, musime ovérit klicovou
podminku %—5 = 0. Spocitame %—5 =—x+2y:

« Vbode A: §(1,2) = =1 +4=3#0.
« Vbodé B: §0(-1,-2) =1-4=-3#0.

V obou bodech tedy implicitni funkce f(z) existuje a mé spojité derivace vSech Fadu,
protoze i funkce F' je ma.

3. Druha derivace a urceni typu extrému:
Vezmeme rovnici z prvniho kroku (pred dosazenim nuly za f'(z)) a zderivujeme ji znovu
podle x:

L for — f(2) — 2 (@) + 27 (@) ()] = 0



= 2= f(x) -1 f(=) + = f(2)] +2[f'(2) - f'(2) + f(2) - ["(2)] = 0.
Vyhodnoceni v bodé A=[1, 2]: Dosadime z =1, f(1) =2a f'(1) =0:

2 () 2D =0 = 2437(1)=0 — f1)=—2

Druhad derivace je zapornd, funkce je v tomto bodé konkavni a ma zde lokalni maximum.

Vyhodnoceni v bodé B=[-1, -2]: Dosadime z = —1, f(—=1) = -2 a f'(—1) =0:
2—(-1)-f"(-1)+2(-2)- f"(-1) =0 = 2-3f"(-1)=0 = f"(-1)==.

Druhé derivace je kladné, funkce je v tomto bodé konvexni a ma zde lokalni minimum.
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