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Booleova algebra

- Booleova algebra je Upiny, komplementarni a
distributivni svaz

- Booleova algebra s dvéma log. hodnotami se
nazyva minimalni Booleovou algebrou

+, - jsou binarni operace na B (log. soucet a soucin)
je unarni operace na B (negace)
0,1 jsou nularni operace (logické konstanty) na B
a kde plati dale uvedené zakony pro vSechna a, b, ¢ € B:



Booleova algebra

o Zakladni zakony Booleovy algebry (7 axiomil)

Komutativita

a+b=b+a

ab = ba

Asociativita

a+(b+c)=(a+b)+c

a(bc) = (ab)c

Distributivita

a+ (bc) = (a+ b)(a+c)

a(b+ c) = (ab) + (ac)

NeutralitaOa 1l a+0=a al = a
Vlastnosti komplementu at+ta=1 aa =0
AgresivitaOa 1l a0 =0 a+1=1
ldempotence aa = a at+ta=a




Booleova algebra- odvozené zakony

Dvoji negace a=a

Absorbce a+ab=a a(a+b) =a

Absorpce negace at+ab=a+b a(a+ b) =ab

De Morgan (a+b) =ab (ab)y=a+b

Consensus ab +ac+ bc =ab + ac (a+b)(a+c)(b+c)=(a+b)(a+c)

e Zobecnéné zakony absorbce
a+ F@,a,b,c,..,2=a+ FO,1,b,c,...,2
a+ F@,a,b,c,..,2=a+ F1,0,b,c,...,2
aF@,a,b,c,..,2=aF@1,0,b,c,...,2
a-F@,a,b,c,..,2=a-F0,1,b,c,...,2



Zakon negace, Shannonuv teorém

- zobecnény zakon negace (logicke funkce) :

F@,b,..,z,0,1,+,.-)=F(a,b,..,z,1,0,-,+)

rozklad logické funkce (Shannonuv expanzni teorem) :
F@a,b,.. ,z)=aF(1,b,..,z)+a F(0,b,..,2)
F(a,b,...,z)=[a+F(0,b,...,z)}-[Z+F(1,b,...,z)}



Vyjadreni logickych funkci

—slovni popis

—pravdivostni tabulka

—logicky vyraz

—seznam indexu vstupnich pismen
—mapa

—vicerozmérna krychle



Algebraicky (Booleovy) vyraz

Predstavuje funkci nad B. Jednu funkci Ize popsat vice vyrazy.
Pouziva se standartni (kanonicky) tvar. Tento tvar se téz n¢kdy
nazyva normalni formou.

term - vyraz tvofeny pouze proménnymi V piimém a
negovaném tvaru a operaci logickeho souctu nebo soucinu

P-term (soucinovy term) - term s operaci souc¢inu

S-term (souctovy term) - operace souctu

minterm - P-term obsahujici vSechny nezavislé proménné

maxterm - S-term obsahujici vSechny nezavislé proménné

vstupni pismeno - kombinace hodnot vstupnich proménnych




Kazdou log. funkci je mozno vyjadrit pomoci souctu
mintermu Nebo soucinu maxtermu

Kazdy minterm (resp. maxterm) nabyva hodnoty logl
(resp. log0) pravé pro jedno vstupni pismeno dane log.
funkce

Stavovy index - desitkovy zapis kombinace hodnot
nezavisle proménnych

Uplné normalni disjunktni forma (UNDF) log. vyraz
tvoreny souctem vSech mintermii

Uplné normalni konjunktivni forma (UNKF) - log. vyraz
tvoreny soucinem vSech maxtermii.




Stavovy index | Logické proménné | Funk¢ni hodnota Minterm Maxterm
S C b a f(c, b, a) Ps Ss
0 0 0 0 0 cha c+b+a
1 0 | 0 1 1 cha c+b+a
2 0 | 1] O 1 cha c+b+a
3 0 | 1| 1 0 cha c+b+a
4 1 |0 O 1 cha C+b+a
5 1 0 1 0 cha C+b+a
6 1 10 1 cha cC+b+a
7 1 |1 1 0 cha C+b+a

Pravdivostni tabulka se vSsemi mintermy a maxtermy
- UNDF: f(c,b,a)=cba+cbha+cba+cha

- UNKEF: f(c,b,a):(c+b+a)-(c+5+§j-(é+b+§j-(é+5+§j

- Seznam stavovych indexu (zkraceny tabulkovy tvar):
f(c,b,a)=x(1,2,4,6)=TI1(0,3,5,7)




UNDF obsahuje tolik mintermii, kolik je pocet vstupnich
pismen, pro které nabyva uvazovana logicka funkce
hodnoty 1

UNKF obsahuje tolik maxtermii, kolik je pocet vstupnich
pismen, pro které nabyva uvazovana logicka funkce
hodnoty O

Vytvoieni UNDF z UNKF - roznasobenim

UNKF z UNDF
— urc¢ime doplnék mnoziny mintermi s hodnotou 1
— pro prislusna vstupni pismena uré¢ime maxtermy
— UNKEF je soudin téchto maxtermu



- Algebraické vyrazy nabyvaji rady forem, které nejsou
Cisté disjunktivni nebo konjunktivni. Nazyvame je
smisené formy.

- Disjunktivni nebo konjunktivni formou miuZeme popsat
vsechny vyrazy - pouziva se pro minimalizaci

. Tyto formy lze snadno transformovat do Shefferovy
algebry (same NANDy) nebo Pierceovy algebry (same
NORYy)



Vennovy diagramy

A

C

Mapa je Vennuv diagram, kde jednotlivé oblasti maji tvar obdélniki
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Zapis Grayova kodu do mapy
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Rozsireni Svobodovy a Karnaughovy mapy
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Svobodova mapa Karnaughova mapa
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Zobrazeni logické funkce na n-rozmeérneé krychli (n=1, 2, 3)
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Poznamka : format X;: x4X5X; format X;: Xx1X,X3Xy4

Rovinné zobrazeni tri a ¢tyrrozmeérného télesa



Minimalizace logickych vyrazu

Kritérium minimality:
«  minimalni pocet termu
- minimalni pocet nezavisle proménnych v kazdém termu
- minimalni pocet negovanych proménnych
Minimalni normalni disjunktni forma:
 logicky soucet minimalniho po¢tu minimalnich P-termt
Implikant logické funkce:
« soucinovy p-term, ktery implikuje danou funkci
Primy implikant:
- Implikant, ktery po vypusténi libovolné proménné piestava byt
Implikantem funkce
Minimalni normalni konjunktivni forma:

« logicky sou¢in minimalniho po¢tu minimalnich S-termt




Moznostl minimalizace

. Algebraicky pristup: postupné aplikovat zakony
Booleovy algebry
. Metody zalozené na hledani sousednich stavu

- minimalizace pomoci mapy
- metoda Quine-Mc Cluskey



Aplikace zakonu Booleovy algebry I

Naleznéte MNDF funkce f zadanou Booleovym vyrazem:
f=ad+ bcd + ab(c + d) + bcd

Distributivni zakon: f = ad + bcd + abc + abd + bcd

Absorbce negace: {ad + abd = d(a + b)}
f =ad + bcd + abc + bd + bcd
Absorbce negace: {bd + bcd = b(d + ©)}
f =ad + bcd + abc + bd + bc
Absorbce negace: {abc + b¢ = b(c + a)}
f =ad + bcd + ab + bd + bc
Absorbce: f =ad + ab + bd + bt

Consensus: f=ad+ ab + bt



Minimalizace pomoci map
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Sousedni stavy stavu abcd (s = 10)



Minimalizace pomoci map - pfiklad

Naleznéte MNDF a MNKF logické funkce zadané vyCtem
jednickovych stavi:  f(d,c,b,a) = 2(1,4,5,6,9,10,12,13,14)

b

000 IGIE 0| 0T ~ a+c+d
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d /_ d =N \__
ab a+b+c a+b

MNDF: f(d,c,b,a) = ab + ac + abd

MNKF: f(d,c,b,a) = (@a+ b)(a+ b +c)(a+c+d)



Hledani MNDF a MNKF
funkci s neurCenymi stavy
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Metoda Quine-McCluskey

vyvinuta pro minimalizaci logickych funkci s vét§im poctem
proménnych, moznost zpracovani na pocitaci

Postup feseni:
1) vyjadrime vSechny jedni¢kové stavy binarné
(prvni sloupec tabulky)

2) druhy sloupec - stavové indexy prislu§nych radkiu

3) treti sloupec - skupiny stavii s jednou, dvéma, tifemi a C¢tyimi
jednickami (Skupiny oddéleny prazdnym iadkem, vybér podle
druhého sloupce, jiz vybrané indexy ozna¢eny hvézdic¢kou)

4) 4. sloupec - stavove indexy

5) 5. sloupec - vSechny sousedni dvojice
(dvojice, liSici se o0 jednu jednicku)



6) dvojice rozdéleny do skupin podle poctu jednicek, skupiny
oddéleny prazdnym radkem

7) 7. sloupec - v§echny ¢tverice sousednich stavii, hvézdickou oznaceny
pouzité dvojice

8) oznacime velkymi pismeny vSechny skupiny stavi i jednotlivé stavy,
u kterych se nevyskytuje hvézdicka. Z nich vybereme minimalni
pokryti jednickovych stavii. K tomu pouzijeme tabulku pokryti

Priklad: Najdéte MNDF funkce f(d,c,b,a) = £(1,4,7,8,9,10,11,12,14,15)



2 4 5 6 8
dic/bjajindex |d|c/blajindex |d|c|b|a index dc Index
0/0/01|1* 0/0/0f1]1* -10|0|1/19F 110 8,9,10,11 C
0/1/0/0 4* 0100 4* -11/0/0 4,12 E 10 8,10,9,11
0/1/1(17* 1/0/0/0]|8* 1/0/0/-|8,9*% 1/-/-/0/8,10,12,14 B
1/0 0/0| 8* 1/0/-0| 8,10* 1/-/-/0/8,12,10,14
1/0/0[1| 9* 1/0/0/1|9* 1/-10/0]| 8,12*

10/1/0 10* 1 0| 10* 1|- 10,11,14,15 A
1011 11* 11/0/0 12* 10/-/1/9,11* 1) - 10,14,11,15
111 0/0| 12* 101 -/10,11*
1/1/1/|0| 14* o|1({1/1 7* 1 -/1/0/10,14*
1/1/1/1] 15* 0/11 11* 11/-/0 12,14*
1/1/1/0|14*
-11/1/17,15D
1/1(1(1]|15* 1/-/1/1]11,15*
11 1/-|14,15*




1 4 7 9 |10 |11 | 12 | 14 | 15
A bd O N
B ad * * |
C cd K *
D abc * *
E abc * *
F abc | * *
Poznamky O X X X
Tabulka pokryti
8 10 11 14
A bd * * *
B ad * * %
C cd * * *

Zmensena tabulka pokryti




Metoda Quine-McCluskey

ve sloupcich jsou vSechny jednickové stavy (tedy stavy, ktere
musime pokryt) a v Fadcich jsou vSechny primé implikanty (tedy
vsechny skupiny sousednich stavii)

nalezneme sloupce, kterée obsahuji pouze jednu hvézdic¢ku (Stavy,
pokryté pouze jednim implikantem). Odpovidajici radek bude
nespornym primym implikantem. Vyskrtneme sloupce pokryté
nespornymi implikanty.

vytvorime tabulku zmensenou o pouzitée radky a vyskrtnute
sloupce.



Metoda Quine-McCluskey

vyskrtnuti sloupce, ktery ma hvézdi¢ku ve stejnych radcich jako
jiny sloupec nebo ma néjaké hvézdicky navic (dominance sloupce).
/v prikladu 10. sloupec/

vyskrtnuti radku, ktery je podmnozinou jiného Fadku (dominance
iradku) /v pr. se nevyskytuje/

8 11 14
A bd * *
B ad * *
C cd * *

vybér zbyvajicich termu podle kritérii minimality

Vysledek: - - — — _
f(dcba)=a b c+ abc+abc+bd+ cd



 f(d,c,b,a) = a(b(c  + (a(b c + a b c + b d +(cd


DalSi algoritmy minimalizace

. tri-urovnové sité se ¢leny NAND - Metoda TANT
(Three-level AND-NOT logic with True Inputs)

. generovani zobecnéné normalni formy
- vytvoreni dovolenych implikantu

. vybér implikanti, realizujicich danou funkci minimalnim
poCtem hradel NAND

. vyuziti v automatizovanych navrhovych systemech
. ESPRESSO

- 1984, komerc¢ni program pro minimalizaci



Struktury s omezenym poctem vstupu

- TTL max. osmivstupova hradla
CMOS max. dvouvstupova hradla

nahrada vicevstupovych hradel kaskadou technologicky
realizovatelnych hradel



Faktorizace obvodu

Nékdy neni vyhodné vychazet v realizaci obvodu z MNDF
nebo MNKF, ale z formy smisene.

Priklad: =Xy X3 X5 Xg X7Xg + X1 Xo X3 X5 Xg X7 Xg +f1(Xy, ..., Xg)

Definice:
Konjunkce obsahujici spole¢nou ¢ast s délkou D (poctem spole¢nych
proménnych = D) s jinou konjunkci se nazyva original
Necht je N pocet originalll pro néZ plati Ze maji spole¢nou ¢ast o delce D
(faktor o delce D) , pak ND je mira prednosti daného faktoru
Algoritmus faktorizace:
Formalni prepis funkce
Setazeni faktord podle miry prednosti
Vybér faktora podle kritérii minimalnosti realizace obvodu




 f = x2(x3(x5 x6 x7 x8 + x1 x2(x3(x5(x6 x7(x8  +f1(x1, ..., x8)


Realizace podle De Morgana

H . . f(Xa, ..., Xa)



Realizace s vytknutim spolecné

castl

X6

X2
X3
X5

X1
Xe
X8

Haull

H F(X1, ..., X8)
H f(X, ..., X8)



Postup sestaveni log. obvodu

. zjisSténi moznosti predpokladanych soucastek
(typ technologie, moznosti kombinovani
ruznych technologii, typ hradel, parametry
hradel,...)

. sestaveni pravdivostni tabulky (nékdy mozno
vynechat nebo redukovat)

. sestaveni UNDF, UNKF nebo smisené formy



Postup sestaveni log. obvodu

minimalizace (mozno vynechat)

kontrola poc¢tu vstupa jednotlivych hradel,
popripadé nahrada kaskadou méné
vstupovych hradel

konverze vysledneho logickeho vyrazu do
tvaru vhodného pro realizaci (De Morganova
pravidla)

schéma zapojeni

propojeni konstruk¢nich prvku vodici
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